INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN ARGES

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, 10 februarie 2024
ClasaaV —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa

a) X =624-(57—-45)+12+653-13 =624-12+12+625-13 =12-625+ 62513 =

625-(12 4+ 13) = 62525
x = 253 - este cub perfect
x = (5%)3 = (53)% — este patrat perfect

ceeedp

....1p
....1p

b) y = (251 -210:260 4 3100, 399.9)2024, 292023 4 1 1 — 28 = 292024,292023 4 7 _ 28 =

29+2—-28=3

X1 = [(53)2]11 = 12522

251y+1 — 2154 — (27)22 — 12822
Decix <y

Problema 2: solutie orientativa
A=5-111..1-2020
ncifre
=10100-111..1
ncifre
(10000 + 100) - 111 ... 1
ncifre
111..100004+ 111..100
ncifre ncifre
=11222..21100
n-2cifre
S(A)=4+4+2(n—-2)=2n
S(A) = 2024 & n = 1012

|

Problema 3: solutie orientativa
Fiex =X, X, 1Y =V1Y2 - Vn

eeeedp

ceeedp
eeeedp
...1p

x are m cifre, deci 10™~1 < x < 10™. Egalitatea nu are loc, deoarece x nu se poate scrie ca o

putere a lui 10. Deci 10™™! < x < 10™

Analog, 10™1 < y < 10™

Inmultind cele doua relatii, obtinem 10™+"2 < x -y < 10™*"
Deci 10™*t"2 < 102023 < 10™*"
Deundem+n—-2<2023<m+n

Saum+n > 2023 sim +n < 2025, decim +n = 2024
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N MINISTERUL EDUCATIEI

Problema 4: solutie orientativa

a) Fiecare jucator joaca 15 meciuri . dp
Cum intr-un meci sunt doi jucatori, avem .. dp
Numarul total de meciuri 16 - 15: 2 = 120 A o]
b) Cum 1in fiecare meci existd un jucdtor eliminat rezultd cd numarul de meciuri este egal cu
numarul jucdtorilor eliminati 4]
Deci au fost 23 de jucatori eliminati, plus castigatorul turneului, rezultd n = 24 ....1p

Nota: Orice alta solutie corectd se puncteaza corespunzator.
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INSPECTORATUL SCOLAR #) MINISTERUL EDUCATIEI

JUDETEAN ARGES
Olimpiada Nationala de Matematica M
Etapa locala, 10 februarie 2024
Clasaa VI -a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa

a)
x oy
X+2-X  y+d-y ..1p
x_Y
: _41} .1p
X
; = E ..lp
b)
x_y_z_t
=373 ...1p
X _yr _ 22 2 xP4yleziec? ;
4 - 16 - 36 - 64 T 4+16+36+64 i
x_=y_=z_=t_=25 ....lp
4 16 36 64
x =10,y =20,z =30,t =40 eeeedp
Problema 2: solutie orientativa
a)
ala-b+b
ala-b }:»a|b ....1p
bla-b+a
bla-b }:»b|a ... 1p
albsibla=>a=0»b ... dp
b)
d=wy)=>x=day=db(ab)=1 ....1p
dab|d?°?? - a?923 + q + db? .. 1p
a|d?022q2023
} = aldb?, (a,b) = 1 = ald odp
ala
d|d?022q2023
dldb? }:>d|a sa=d =>x=d? ....1p

Problema 3: solutie orientativa

a)
%AOB + <AOC = 180°
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INSPECTORATUL SCOLAR

7)8 MINISTERUL EDUCATIEI

JUDETEAN ARGES
180° — 2AOC = 2(90° — <A0B) wodp
360° — 2 - 2A0C = 90° — <AOB
270° = 2 - xA0C — <AOB ....1p
Deoarece <A0B = 180° — x4A0C = 270° = 2- <A0C — 180° + <A0C ....1p
3+ XAO0C = 450°, deci «A0C = 150°, iar xAOB = 30° ....1p

b)
c B
R
[OD este bisectoarea unghiului AOB, rezulta *DOB = <AOD,
0
<DOB = 4A0D =>- = 15° oo.1p
JROA = 180° — 150° = 30° ....1p
IROD = <ROA + <AOD = 30° + 159 = 45° ....1p

Problema 4: solutie orientativa
a)
Cum AM = PQ = BS = 60° = <AOM = ¥P0OQ = <B0OS = 60°
Cum unghiurile AON si POQ sunt complementare, obtinem ci XAON + <P0OQ = 90° si cum

J<POQ = <AOM = <AON + <AOM = 90° = <«MON = 90° ....1p

Cum 40N + <P0Q = 90° $i ¥POQ = «BOS = <AON + «B0OS = 90° = «NOS = 90°
....1p

Astfel obtinem cd <MOS = 180°, deci punctele M, 0, S sunt coliniare si cum <MON = 90°,

obtinem ca dreptele ON si M.S sunt perpendiculare. ....1p

b)

Avem <MOP + <P0Q + <B0Q + «B0S = 180° < 6xB0Q + 120° = 180°, de unde «B0OQ =

10° sicum ¥BOQ = «SOT = «SOT = 10° = «POM = 50° ....1p

Avem <POT = <P0OQ + ¥B0Q + <B0OS + «SOT = 140° ....1p

si, de asemenea, <PON = «<POM + <MON = 140°, astfel obtinem ci

4POT = <PON = PT = PN N )

Fie L situat pe arcul mic TN, astfel incét punctele P, O, L sunt coliniare, obtinem ca PL diametru, de
unde PL = 180°

Cum 180° = PN + NL,180° = PT + TL si cum PT = PN = NL = TL = L este mijlocul arcului
mic TN. o dp

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN ARGES

7 Olimpiada Nationala de Matematica W-

Etapa locala, 10 februarie 2024

Clasaa VIl —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa

V2-v1 V3-v2 V4-+3 V2024 — 2023

a)s = + + + et
AR T a0z o
g = V2. V1 n V3. V2 T V2024 2023 1
TVIVZ VIVZ V23 V23 T T V20242023 V20242023 T P
1 01 1 1 1 1
S_ﬁ_\/_7+\/_7_ﬁ++...+\/ﬁ_\/ﬁ .................................................................................. 1p
S=1-—= 1
TRogge s p
YT = Va?+1-Va? | VaZ+2-VaZ+1 | Va?+3—VaZ+2 + VbZ-Vb?-1 1
)T = VaZvaz+1 = Va?+iva?+2 = Va?+2+/a?+3 p2—1/p2 T P
1 1 1 1 1 1 1 1
T_ﬁ_\/a2+1+\/a2+1_\/a2+2+'”+ bz_l—?—a—;EQ ................................................... 1p

Astfel avem:

(12; 22); (12; 32); LD (121 442)
(22,3%),(2%,4%),...,(22,44%)

.......................................... = 1+ 2+ 3+...+43 = 2% = 946 perechi de forma
(422,432), (422, 442)

(432,442)

(a?,b?),unde 1 < a < b < 44, pentru care numirul T este rational.............cccccevverereriririrererennnn. 2p

In concluzie existi cel putin 946 submultimi ale multimii A, pentru care suma elementelor

acestora sd fie un numar rational.
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INSPECTORATUL SCOLAR

JUDETEAN ARGES g MINISTERUL EDUCATIEI

Solutie alternativa b)

1_V2=V1 V3-V2 Va-v3 1 1 )
St =E t Vet =126 ¢
2 _V2-V1 | V32 Vo-v8 _ 1 1
Din 1 = Vi T aa T ww o175 E Q > = 43 submultimi...........coceneee. 1p
543_J§-\/I\/§-\/§++1936_1935 _l_ie ........
T 7 Vivz = V243 777 V193541936 1 44 Q J
1 _ V5-V4  V6—V5  Jo-v8 1 1 )
S} =Vavs *Vevs * Ve =33 € ¢
2 _ VEvi  Vo\E VIGIE _ 11
DinS2 = Javs Y Veve Tt Visvie 2 1€ ¢ = 42 submultimi ....cooeeen.. 1p
542_\/3_\/1 +\/€_\/§++1936_1935 _l_i ...........
2 7 Vay5 ' V56 T V19351936 2 44 Q J
v/1850—-1849 | /1851—/1850 V1936—v1935 _ 1 1 .
Din S35 = Vistovisso | vissovisst Tt Vissaviese ~ a3 e © @ 1 submulfime. o........ 1p

In total avem cel putin 1 + 2 + 3+...+43 = 4344

= 946 submultimi ale multimii A, pentru care

suma elementelor acestora sa fie un NUMAT raAtioNAL.............ciiueiiieiiiieci e

1p

Problema 2: solutie orientativa

xyz-l:}ézxy ................................................................................................................. 2p
1
+-=2 -2y ==
Ty @{xy y_ = 3y 4:>y—i =E,z=3 ............................................... S5p
y+xy=3 xy+y=3 3 4 5

Problema 3: solutie orientativa

0 mijlocul BD
a) O mijlocul CE
BD, CE diagonalele BCDE

= BCDE paralelogram .........cccccovoiiiiiiiciiiiiie e, 2p

b) Presupunem ca patrulaterul ABCD are cel putin doud unghiuri drepte (trei nu pot fi).

Avem urmatoarele situatii:

I. Unghiul B=C =90°= AB ||DC, dar EB||DC (din punctul anterior), deci imposibil................. 1p
1. Unghiul D = C =90° = AD ||BC, dar ED || BC, deci imposibil. ........ccoovvvemrreerrrrirnriisnriennnnee. 1p
. UNGRIUE B =D =900, ettt sttt sttt sttt en st 1p
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5\ ' INSPECTORATUL SCOLAR
{  JUDETEAN ABGES

Obtinem astfel cd BEDC este romb, si ¢ ADCE si ABCE sunt echilaterale = unghiul BCD are 120°
deci BAD are 60° . Obtinem si in acest caz contradictie, deci patrulaterul nu poate avea decat

maxim un unghi drept. .......cccceeeieiiiininninens 1p

Problema 4: solutie orientativa

Realizare desen. .......ccccccevvveveeieinennns 1p
M

Fie DO || AB si BO || AD = ABOD paralelogram = AB = DO = DO = EH .......cccceevevnenne. 1p
DO |l AB,CD secanta.<CDO = «CEB (unghiuri corespondente). .................. 1p

EH = DO LUL
ZLCEB = <HEK (unghiuri opuse la varf).<HEK = «<CDO{ = AEHK = ADOC

KE =CD

{ HK = CO 1
HKE = D0 e s p

Fie dreptele HK SI CO, CK secanta, <HKE = «DCO(unghiuri alterne interne) = HK || CO.
............................................................................................................................................................ 1p
Se demonstreaza analog si pentru AFLM = ABOC. ........ccccoioiiiiiiiiieeee e 1p
CO = HK
CO IHK HK = LM
co=im(> {HK I LM = KHLM paralelogram ..........ccccoooiviiiiiiiiesieiee e 1p
Co Il LM

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN ARGES

Etapa locala, 10 februarie 2024

8 Olimpiada Nationala de Matematica
Clasaa VIl —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa

_ AD 1 (ABC)
Din = AD | AB 1p
AB c (ABC)
AB L AD
n Ao LAC i CD c (DAC AB L CD
Din AD, AC = (DAC) = AB L (DAC) si cum = ( )= 1p
AD N AC ={A}
AD || CE
Din 'gg i ((jgg))} = AD > CE } = ADEC trapez dreptunghic 1p
IDAC = 90°
Cu teorema lui Pitagora obtinem ca AE = 210 ¢cm, CD = 24/15 cm 1p
Fie {O} = AE N DC,, atunci A OCE ~A ODA» 2 =% =25 90 = W12 o
OE = £ cm 1p
Aplicand reciproca teoremei lui Pitagora, se obtine cd <EOC = 90° = AE 1 CD 1p
CD 1 AE
~ CDLAB
Din AE, AB c (BAE) = CD L (BAE). 1p
AB N AE = { A}

Problema 2: solutie orientativa

a) Avem 2y sﬂanyg\/ﬁ(x+y)<:> 1p
X+Yy
4xy <(x+ y)2 = 1p
0<(x-y). 1p
b) (a+b+c)(l+l+lj:3+§+§+E E 8.8 1p
a b c b ¢c a ¢c a b
2a 2b 2¢C (1 ) ( j ( 1) 5
Avem +C| —+ — |( de aratat) 1p
Joc  Jac J_ a b
) . 2bc 2 1 1 2a 1 1
Cuinegalitatea m, <m_ avem: ——<Jbc o —<—+- & —<a|—+=
J h =My pyc sV Joc b ¢ Joe (b cj
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$5\ | INSPECTORATUL SCOLAR

B{*2)8 MINISTERUL EDUCATIEI

JUDETEAN ARGES
si analoagele 1p
Adunand aceste ultime relatii se obtine concluzia. 1p

Solutie alternativa b)

1 11 a a b b c c
(a+b+c)| =+=+= |=3+—+—+—+—+ =+ 1p
a b c b c a c a b
Avem 22 + 2D + 2¢ Sa(1+l +b(1+1j+c(£+l)(dearétat) 1p
Joc  Jac  +ab c a c a b
1.1
Cu inegalitatea m, <m,_ avem: /ll <b ¢ ®i£1+1<:>2—a§ a(lj&)
b ¢ 2 bc b ¢  bc b ¢
si analoagele 1p
Adunand aceste ultime relatii se obtine concluzia. 1p

Problema 3: solutie orientativa

Presupunem ci exista o pereche (m,n)e AnB=(m —10)2 +(n +11)2 <221

(m+14)" +(n-5)°" <221 cu (Mn)e ZxZ 2p
Obtinem ca (m—10)" <225 si (m+14)” <225 = m e {-4,-3,-2,-1,0}. 1p
Pentru m =4 = (n+11)" < 25 si

(n—5)" <121= n e[-16,-6] [-6,16]= {6} = (m,n) = (~4,-6). 1p
Pentru m=-3= (n+11)° <52 5i (n-5)" <100= ne| -552 -11| = ne{-5-4} =
(m,n)=(-3,-5), (-3,-4) 1p
Pentru m=-2= (n+11)° €77 5i (n-5)° <77 =ne| —J77+5,77 -11|= ne{-3|

= (m,n)=(-2,-3). 1p

Pentru m = 1= (n+11)* <100 si (n—-5)° <52=n e[—\/@+5,—1}: ne{-2,-1=

(m,n)=(-1,-2),(-1-1).

Pentru m=0=(n +11)2 <121si (n —5)2 <25=ne{0}=(m,n)=(0,0).

Prin calcul direct, se arata ca toate perechile gasite verifica ipoteza, de unde se obtine :

ANB ={(-4,-6),(~3,-5),(-3,4),(-2.-3).(-1,-2),(-1,-1),(0,0)} 1p

Problema 4: solutie orientativa

Fie {E} =MONCD si {F} =NON AD.

MP L (VCD) VO L (ABC) _
= MP L CD, = VO L CD = CD L (VMO) si cum
CD < (VCD) CD < (ABC)
ME < (VMO)= ME L CD, dar 4B || CD = ME 1 AB = <OMB = 90°. Analog sc aratd c&
ZONB = 90° 2p
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INSPECTORATUL SCOLAR

JUDETEAN ARGES N MINISTERUL EDUCATIEI

Avem A OAM =A OCE(U.L.U) = OM = OE, analog ON =OF 1p
In triunghiul VME, VO inéltime si mediana, deci A VMEisoscel de baza ME, de unde VO
bisectoare, astfel xOVM = xOVE, analog <OVN = «xOVF

Fie {X} = MP NVE = MP LVE . Atunci <VPX = <OPM(op.vf), <VXP = <MOP = «PVX =

LPMO si cum <PVX = <0VM = «PMO = <0VM, analog <PNO = «OVN 1p
Avem A MOP ~AVOM = 22 = 22 = 22 = OM? = V0 - OP, analog ON? =VO-OP =

OM =ON 1p
Avem A OMB =A ONB(C.C) = <OBM = x0BN = BD bisectoarea <ABC 1p
Din ABCD paralelogram, BD diagonala si bisectoare = ABCD romb. 1p

Nota: Orice alta solutie corectd se puncteaza corespunzator.
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Olimpiada Nationali de Matematici M
9 Etapa locala, 10 februarie 2024

ClasaalX-a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa
M € (AB) = AM siAB coliniari = AM = x+AB,x € R
N € (AC) = AN si AC coliniari = AN = y *AC,y € R 1p

NC = W+E=—y*ﬁ+ﬁz(1—y)*ﬁ
MB = MA+AB = —x * AB + AB = (I — x) * AB 1p

MD = MB +BD = (I - x)AB + BD = (1 — x)AB +5BC = (I — x)AB + 35 (BA + AC) = (I -

x—2)+AB +2AC =MD = —=AB +:AC 1p
ND = NC +CD = (I - y)AC +5CB = (1 - y)AC +5(CA+AB) = (I -y —9) + AC + ;4B =
Mﬁz%ﬁ+éﬁ 1p

ME + MD = (I — x)AB + == 4B +5AC = (3 - 2x)AB + 5AC 1p
NC +ND = (I — y)AC + =2 AC +3AB = (3 - 2y)AC +54B 1p
o 3 _ox 1 3 3 1

MB + MD si NC + ND sunt coliniari < ZT £ ;_Lzy = (E_ Zx)(E— 2y) = " 1p

>3-4x)3-4y)=1
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:j MINISTERUL EDUCATIEI

Ol

Problema 2: solutie orientativa

x = card(ANB)
sx<y< 2

y = card(AU B)

Daca x = 1 =

Daca x = 2 =
11

y:2$§+:l:

1 1 II>7

24 24

1 1 1 1 11

< 1 19 1,1 19 1

= = - —_ —_—= — D - _ = — -

Dacd x = 3 3t y ty =y y ty =TT,
1111 :

Pentruy = 3 = sti=5,>Y < 3 convine pentrux = 3

Pentryy>3=>£<§
I, 1 1 1 _ I
:>§|2y<§|§_4

y 3,1 _1
22 > 2 =>2y<8

Pentruy > 3 ecuatia nu are solutii. Analogpt y < 3

19 1 _ I3

11
Daca x=4=> -+-+==— = —-+==
+y+ y+2y 24 4 24

13, ~ . I
T =<3 Inlocuind y < 4 nu se verifica.

<~

<~
IA

AN~

1p

2p

ecuatia nu are solutii.

1p

1p
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1 1
_S_
y 4
1 1
7=

Solutia convenabilax = 3siy =3 = card (AU B) = card (AN B) = card(A) = card(B).

R~
<RI~

1p

1p
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Problema 3: solutie orientativa

{4x+3}_4x+3 [4x+3 2x —2

3x—2) 3x—2 I3x—2] 3x-2
1p
[4x+3] __ 4x+3 _ 2x-2 _ 2x+5
3x—2] ~ 3x-2 3x-2 3x-2
1p
2x+5—kk€Z-
3x—2 ’
2x+5=k-3x—2)=>2x+5-3kx+2k=0=>x(2—-3k) +5+2k=0=>
_ 2k+5
X = 32
1p
42k+5 o 8k +20+9k—6 17k + 14
3k—2" | _, 3k —2 ko | BE=2 :k$[17k+14]:
g2k+5 6k + 15— 6k + 4 1 19
3k — 2 3k — 2 3k — 2
1p
k<17k+14<k+1
$ —
= 19
1p
19k <17k +14=>2k<14=> k<7
= ke (5,7]
-5
17k +14 <19k +19=> —2k + 5= k> —
1p
keZ=>ke{-2-1,01,23,4,5,6,7}
. {—1 -3 -5 79 1113 15 17 }
S 1853227101316’
1p
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Problema 4: solutie orientativa

bc _  2abc ab _  2abc ac __  2abc
bFc——2atb¥c) a+b  2c(a+b)’ a+c  2b(a+c)
1p
Aplicdm inegalitatea mediilor pentru 2a sii b + ¢ si obtinem:
bc 2abc 2abc 8abc
= 2 5 = > lp
b+c 2a(b+c) (2a+b+6) (2a+b+c)
2
Scriem omoloagele:
ab _ 2abc > 2abc S8abc
= > s =
a+b 2c(a+b) (ZC+2b+a) (a+b+2c)
ac _  2abc > 2abc S8abc
= > s =
a+c  2b(a+c) (2b+2a+6) (a+2b+c)
Insumam inegalitatile si obtinem:
bc ab 1
b+c E 8abc((2a+b+c)2 (a+2b+c)? (a+b+2c)2) 1p
Aplicdm inegalitatea:
37 +y?+z) = (x+y+2)°
entru x = — =1 =1 1
P X = 2a+b+c'y " a+b+2c 'z = a+2b+c P
bc ac ab 1 1 1
+ + = Sabc( 5+ >+ >
b+c a+c a+b Qa+b+c)Y (a+2b+c)P (a+b+ 20)
2
1 1 1
= 8abc 3 (2a+b+c + a+2b+c + a+b+2c) 1p

Aplicam inegalitatea Titu Andreescu pentru:

a1=1,a2=1,a3=1
x;=2a+b+c
x;,=a+2b+c

x3=a+b+2c 1p
Si obtinem:
sabe ! I& . IE . IE - suh (1+1+1)22
aoc — a C —_
3(2a+b+c a+2b+c a+b+26) 3[4(a+b+c)
2
1 3 1 81 _27abc
= dabe §<4(a+b+c)> =oabe 3 6=

1p

Nota: Orice altd solutie corectd se puncteaza corespunzator
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INSPECTORATUL SCOLAR

JUDETEAN ARGES
Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, 10 februarie 2024
Clasaa X —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa

a) z=x+yi, x,y€R .Ap
e df = = ) e (-2 2
%<z+—2—|z_—%2>=x=Rez .Ap

b) 2(6 +9i)" —3(1+8i)" =3(7 +4i)"

©2-3"12+3)"=1+8)"+ (7+4)" Ap
Con—1 _ (1+81\" 7+4i\"

©2-3 - (2+3i) + (2+3i) ..2p
Con—1 _ (26+130)\" 26—-13i\"

©2:37 = ( 13 ) + ( 13 )

©2:-3"=Q2+D)"+2-)" .Ap

Problema 2: solutie orientativa

n
a) ai+az+-+an E(a1+an) __aitan

” = > Ap

a1+a - . p .
——2=,/aya, dininegalitatea mediilor

= @ >, aia,, vn € N* LGAp
b) Functia lgx, x € (0, o) este concava. .Ap
Din inegalitatea lui Jensen = 1g b1+b2:"+b” > lgb1+lgbi+"'+lgb" (1) ..2p
by =b;-q*L,Vk>2=lgh,=lgh; + (k—1)Igq,Vk =2 >
= (Ig b,),»1 €Ste progresie aritmetica cu ratialgq. .GAp
Tn (1) putem aplica punctul (a)
lg b1+b2:l—-~~+bn > lgb1+lgb:l+---+lgbn > m,‘v’n eN' Ap
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Problema 3: solutie orientativa

a) Se arata ca functia g(x) = i—: este strict descrescatoare pe (—o, 0] .Ap

Functia f este strict descrescatoare intrucat este compunerea a doua functii de monotonii

diferite. .Ap

b) f strict descrescitoare, deci injectiva .Ap

Se arati ci f este surjectivi si se determina f~1: [— gg) - (=0,0], f~1(x) = ;::% ..1p
1 . 14+x 1

c) f(;) = —arcsin— = f(x) +f(;) =0,Vx € (—o0,—1) . 1p

x—1<x=flx—1)>f(x)

<=/ ()>76)

Adunand termen cu termen rezulti £ (x — 1) + f (==) > 0 .1p
Cum £74:(0.5) = (oo, =) = £ ({) < 0

1
x+1

> f—D+f(o5) > £7100,Vx € (—0,—1) .1p

Problema 4: solutie orientativa

Fie punctele A,(z,), A,(z,),A5(z3). Triunghiul A;A,A5 este Inscris intr-un cerc de
razar. e dp
FieA(z), z=az, + (1 —a)z; = A € A,A;. .. dp
Fie B piciorul perpendicularei dusa din A, pe A,A;.

AiA > AB=> rgleiﬂgzlz -z = gg£|a22 + (1 - a)zz — z;| = A;B = h, unde h este inaltimea

dusa din A; in 44,A,As. . dp

S = % |z, —z3| - h = % |zy = 2|+ |z, — 23| - sin 44,A,A5, unde S este suprafata 44,4,45. ....1p

|z1—23]-|z1—23|-sin 44,41 43

= h= Ll
|z2—2z3| P
Aplicand teorema sinusurilor rezulta:
|z2=23] . |z2—23]
L A A Ay = 22 -1
sin 5—A2A1A3 sin é‘ 2471473 2T p
>h=— |z, — z,| - |2y — 23]
=514~ 2 1~ 23 )
> minlaz, + (1 —a)zs —z1| = =z, — 25| - |z, — 73 .p
a€eR 2r
Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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JUDETEAN ARGES

Olimpiada Nationalid de Matematica [ M
Etapa locala, 10 februarie 2024

Clasaa Xl —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa Punctaj
a)
X% = X2 = det (X ) = det (X ) = (det X )™ =(det X )™ = (det X ) (det X -1)=0 | 1p
Deci det X {0,1}.
Caz 1: Daci det X =10, atunci X e matrice inversabila si egalitatea X *** = X **** duce la
x2023‘X72020 — X2022'X72020 adlci X3 — XZ 1p
Caz 2 : Dacd det X =0, din identitatea Hamilton - Cayley obtinem X* = (trX)- X =0, , deci
X% =(trX)- X (*).
- 3 2 .. . 2022 2021 . 2023 2022 .
Atunci X =(trX)"- X si, inductiv, X** =(trX )~ - X , respectiv X *** =(trX )™~ - X . Din
X 2023 _ % 2022 qadiicem (tI’X )2022 X = (tI’X )2021 X e (trX )2021 (trX _1), X = 02, deunde X = O2 , )
sau trX =0, sau trX =1. P
i) Daci X =0,, evident X®=X?,
iil) Dacd X #O,si trX =0, din(*) obtinem X* =0, siapoi X*=X?-X=0,-X =0,,
deci X°®=X?.
ii2) Dacd X #0,si trX =1, din(*) obtinem X? = X si apoi, X°=X?.
b)
1+cos"2a 1-cos” 2a 0 0
2 2
: _ 1-cos"2a  1+cos"2 1p
Formularea predicatului unar P(n):,, 4" = > d 5 d 0 0 ,
0 0 cos(npB) sin(ng)
0 0 —sin(ng) cos(ngp)
n € N,
Etapa de verificare 1p
Etapa de demonstratie propriu-zisa si finalizare 1p
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Problema 2: solutie orientativa Punctaj
Din teorema Hamilton- Cayley = A’ =(trA)- Asi B* =(trB)-B (*), de unde
A’B? = (trA)(trB)- AB si cum A’B? =(AA)(BB)=A(AB)B=A(BA)B=(AB)(AB)=(AB)’, 2p
deducem (AB)’ = (trA)(trB)-(AB)(2).
det(AB) =(det A)(detB) =0, deci conform teoremei Hamilton- Cayley,
1

(AB) =(tr(AB))-(AB). (2) P
Din (1) si (2) (trA)(trB)-(AB) =(tr (AB))-(AB)si, cum AB #0,, obtinem 1p
(trA)(trB) =tr (AB).(**)

) AB=BA *)
(aA+bB)" =(aA+bB)(aA+bB) = a’A’+2abAB+b’B*=

1p

(*)
= (aA+bB)" =a?(trA) A+ 2abAB +b?(rB)B..(3)
Din teorema Hamilton- Cayley, (aA+ bB)2 =tr(aA+bB)-(aA+bB)—det(aA+bB)I, =

= [a(trA) + b(trB)](aA + bB) — det(aA + bB) I, 1p

=a?(trA) - A+ ab(trd) -B + ab(trB) - A + b*(trB) - B —
—det(aA+bB)-1, . (4)
(3)=>tr((aA+bB)") = a (trA)" +2ab-tr (AB) +b?(trB)’
, de unde

(4)=>tr((aA+bB)") =a? (trA)" + 2ab-tr (A)tr(B)+b’-(trB)’ - 2det (aA-+ bB) 1p
= det(aA+bB)=0.
Problema 3: solutie orientativi Punctaj

X =0, X% =1, x= /3 si putem considera predicatul unar P(n): ,,N—2<X <N”, n € N".
I. Etapa de verificare

P(1):,,—1< X =0<1", adevarata.

P(2):,,0<X, =1<2”, adevarata.

II. Etapa de demonstratie propriu-zisa:

Presupunem P(k) adeviratd, unde P(k): ,,k —2 < X, <K si ardtim cd P(k+1) adevarati, unde 2p

Pk+1): ,k-1<X.,, <k+1”.

Din P(k): k-2<x <k|-k>0=k(k-2)<kx, < k2‘+1:>(k—1)2 <Ll+kx, <k?+1<(k+1)°, de
unde

k-1<1+kx, <k+l<k-1<x,,, <k+1, deci P(k+1) adevarata.

Conform primului principiu al inductiei matematice rezultd P(n) adevarata, Vn € N,
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Astfel, cu ajutorul lemei clestelui si din N—2 <X <N obtinem lim X, =+, iar din
_ Ip
n—2<ﬁ<1 obtinem Iimﬁzl.
n n n—wo N
noa —N \%-n " im y,
Atunci Iim(ﬁj — lim (1+ Xy nj —er’ ,unde Yy, =X —N,vn € N".(*)
n—oo n n—oo n
Din n-2<x, <n-n=-2<x,-n<0=y, e(-2,0), vn e N* (1)
2 1 X2, =14nx, nx
-y =X, ,-N-1-x +n=x_,-X —1=(x,-1)-x =—" ——x — X =
yn+l yn n+l n n+l n ( n+l ) n Xn+1+1 n = Xn+1+l n 2p
n Xn(n_xn+l_1) * : g
=X, -1|=————><0,vn € N" (deoarece N-1<X ), deci (y,) , strict
X, +1 X, ,+1 L §
descrescator (2).
Weierstrass not
Din (1)si(2) — (Y,),., convergent, deci exista lim y, —y e[-2,0].
_ _ _ _ . 1+nx —(n+1)2 Xa=Yo+n
=limy_ =lim =lim(x_,—(n+1))=lim{1+nx —(n+1))=lim - —
y n—oo yn n—oo yn+l n%m( n+1 ( )) n4>oo( n ( )> n—o ’1_|_ nxn +n+1
2 2 _ n ) .
i oI i W2y (. =2) _y-z,
e JLeny, 0% 4+l 7 Leny, +n? +nel 11 1 2
N+ Y, +1+1+— 5
n n Y
. y—2
Deci y:T: y=-2. (**)
. . . o (x Y,
Din (*)si (**)obtinem lim| = | —e™ ==
n—ow n e
Problema 4: solutie orientativa Punctaj
a) Cum functia g: (0, +0) = R, g(x)=1log, X este strict crescatoare pe (0,+), aplicand g
peste inegalitatea din ipoteza obtinem f (x)<log, x < f (x)+1, ¥x>1 sicum f(x) € N, 1p
deducem ca f (x)=[log, x], ¥x>1.
Astfel, f (x)=n, daca n<log, x<n+1, pentru Vn € Nsi, inca, f(x)=n, VXe[Z",Z””) vn € p
N.
Pentru « 6(2”,2””), limf(x) =n,Vn € N .(*)
xX-a
Pentru z=2", lim f (x)=n, lim f (x)=n-1,Vn € N_ (**)
oa X<t 1p
Pentru o =1, IXILP f (x)=0(n=0). (*xx*)
Din (*), (**)si (***)rezultd cd {a € (1, +0)|f nu are limitd in a} = {2"|n € N"}.
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n
b) Demonstrdm prin inductie matematica dupa n € N*, P(n): ,.x,,, > D kx,” (*).
k=1

|. Verificare
Pentru n=1, P(1) este, evident, adevarata.
Pentru n=2, avem :

Xp>¥% Xo > X,

Xg 24X, =X =3%, +X, =X > 3X, =2X, +X, > 2X, +X = ZKXk,dECI P(2) adevarata.

Il. Demonstratia propriu-zisda

p
Presupunem P(p) adevarata, unde P(p): x,,, > > kx, si ardtam ci P(p+1) adevarata, unde 2p
k=1
p+1
P(p+1): x,,, > > kX, .
k=1

p
o2 2 (P+3)X, kak (P+1)X,,+2X,, — > kx, >(p+1) p+l+22kxk kak
k=1 k=1

p+1

=(p+1) p+l+ka kak

k=1
Cum P(p) adevarata, atunci P(p+1) adevarata si, conform primului principiu al inductiei
matematice, P(n) adevarata, vn € N".

Demonstram prin inductie matematica dupa n € N*, Q(n): ,,x, > (n —1) Lx,” (* *) .

I. Verificare
Pentru n=1, Q(1) este, evident, adevarata.

Pentru n=2, avem Q(2): x, >(2-1)!x, < X, > X, care este adevarata din ipoteza.
Il. Demonstratia propriu-zisa

Presupunem Q(p) adevaratd, unde Q(p): X, > ( p —1)!Xl si aratam ca Q(p+1) adevarata, unde 1p
Q(p+1) Xp +1 = p Xl

(%)= X, >kak > px, = p(p—1)x = pix.
k=1

Cum Q(p) adevarata, atunci Q(p+1) adevarata si, conform primului principiu al inductiei
matematice, Q(n) adevarata, Vn € N*.

Cum sirul (Xn)nzlveriﬁcé (* *) ,dar lim (n —ZI.)!X1 =400, obtinem lim x, = +o. 1p

nN—oo n—o0

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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Olimpiada Nationalid de Matematica M
Etapa locala, 10 februarie 2024

Clasaa Xll —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa
i) Legea ,,** admite element neutru daca si numai daca 3 e € R astfel incat x *e =e*Xx =X,

vVxeR 1p
Se obtine x(ae—2)=e—6, VxeR 1p
Pentru x =0, se obtine e=6 1p
siapoi a= 1 1p
S1ap 3

ii) Este necesar axy—x—y+6¢[0, 6], VX, yeR. 1p
Pentru X =y =6 se obtine a e [%, %} 1p
. 11 . .

siorice a € g; 3 satisface cerinta. 1p

Problema 2: solutie orientativa

1) Este necesar si suficient ca F sa fie derivabila. 1p
Din continuitate rezulta a+b=1. 1p
Din derivabilitate rezulta a =0 1p
siapoi b=1. 1p
o re 1 e 1 e (In X)I
i) | ——dx=| ——dx= dx = 2
) -L XF(x) Il x(ln2 x+1) Il In®x+1 P
=arctg(In e)—arctg(lnl):ﬁ. 1p

Problema 3: solutie orientativa

Fie g:[0,1] - R, g(x) = In(x + V1 + x2). Egalitatea din ipotezd se mai poate scrie

F(1)-F(0)=9g(1)-g(0) sau F(1)-g(1)=F(0)-g(0). 2p
Fie 7:[0,1] = R, h(x) = F(x) — g(x). h satisface conditiile teoremei lui Rolle 2p
. 1
Exista ¢ (0, 1) astfel incat h'(c)=0, echivalentcu f(c)= 2p
. ©) 0=
Se verifica imediat ¢ —— < ——_ < £ pentru ce(0,1). 1p

V2 1vc? 1+c
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Problema 4: solutie orientativa
i) Se arata usor ca nu exista grupuri prietenoase cu trei elemente (f (x) = X? este automorfism si nu

existd ae G, ord(a)=3cu f(a)=a). 2p
Orice grup cu patru elemente este sau ciclic (izomorf cu Z,) sau izomorf cu grupul lui Klein. Daca
G cu patru elemente este ciclic, atunci exista doud automorfisme ( f (X) =x,f (X) =x°) si grupul
este prietenos. 1p
Dacd G,={e,a, b, ¢}, cua’=b’=c*=¢, f:G—>G, f(e)=¢ f(a)=h, f(b)=c, f(c)=a este
automorfism si nu exista x € G, ord(x) =2, astfel incat f(x)=x. Deci, un grup izomorf cu grupul

lui Klein nu este prietenos. 1p
ii) Presupunem, prin metoda reducerii la absurd, ca ord(G) e liber de patrate. Atunci, existd n

numdr natural nenul si py, p,, ..., P, nNumere prime distincte, astfel incat ord(G)=p,p,...p,.

Fie f e Aut(G), H= {X eG/f(x)= X} . Se arata usor ca H este subgrup al lui G. 1p
Existd a,, a,, ..., a, ce apartin lui G cu ord(a,)=p,, ord(a,)=p,, ..., ord(a, ) = p,, astfel incat
f(a,)=a, f(a,)=a,.... f(a,)=a,. Rezultica p,/ord(H), p,/ord(H),... p, /ord(H).

Cum p,, p,, ..., P, sunt numere prime distincte, rezultd p,p,...p, =ord(G)/ord(H), deci H=G si,
n particular, f =1;. 1p
Cum singurul automorfism interior al lui G este 1, rezultd ca G este comutativ. Cum
automorfismul x — x™* este 1., obtinem x° =g, VX eG, deci p,=p,=...=p, =2, fals. 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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