Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Judetul ALBA - 17 februarie, 2024

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a X-a

Problema 1.
a)Sasearatecd x> —3x2+4>0,(V)x > —1.
b) Fie numerele reale a, b, c > 1. Sa se arate ca:
log,(bVb — 2b + 4) + logy(cvc — 2¢ + 4) + log.(ava — 2a + 4) = 3.
Cand avem egalitate?

Solutie si barem:
Q) ¢ (XA 1)(X2 = 4X 1 4) Z 0 oot 2p
N D [ Ea (N (- T 2 T 1p
b) Notam E = log,(bVb — 2b + 4) + log,,(cvc — 2¢ + 4) + log.(ava — 2a + 4).
« Din punctul a) avem bv'b —2b +4 > b,c\/c —2c+4 > c,aa—2a+4>a ....1p

* Cuma,b,c > 1obtinemE > 1og, b +10g, ¢ +108. A ..ooovvvvvriiiiiiiiie 1p

* Din inegalitatea mediilor rezulta log, b + log, c + log.a > 3,deci E > 3 ............... 1p

» Avem egalitate dacd si numai daca a = b = ¢ = 4 (conform punctului @)) ................. 1p
Problema 2.

Fie a, b, ¢ € C diferite doua céte doud, cu |a| = |b| = |c| = 1. Notam
E=|b+c|®>+|c+al®>+|a+ bl

a) Daca E = 3 sa se arate ca triunghiul cu varfurile de afixe a, b si c este echilateral.

b) Daca E = 4 sa se arate ca triunghiul cu varfurile de afixe a, b si ¢ este dreptunghic.

Solutie si barem:

a) « Fie triunghiul ABC cu varfurile de afixe a, b, respectivc; |a| = |b| =|c| =1 =
= triunghiul ABC este Tnscris In CErcul C(0, 1) oo 1p
sNotimz=a+b+csiavemE = |z—al?> + |z—=b|?> + |z —c|? v, 1p
S E =3|z|2 —2Z —ZZ 4+ 3 = |Z]2 4+ 3 e 1p
*E=3=2z=0= H = 0, unde H este ortocentrul = A ABC este echilateral ............ 1p
b)eE=4=la+b+c=1=(a+b+c)(+3+)=1=
= (@a+b+c)lab+bc+ca)=abc= (a+b)(b+c)(c+a)=0.ceoevevrrernr.n.. 2p
ca+b=0saub+c=0sauc+a= 0= 0 este mijlocul uneia dintre laturile AB, BC
Sau AC = A ABC €Ste dreptunghiC .......oovoiviiiiiiiiiieiese e 1p
Problema 3.

Fie f: R — R o functie care are proprictatea f ( f (x)) = 2% — 1, pentru orice numar real x.
a) Sa se arate ca functia f este injectiva.



b) Sa se calculeze f(0) + f(1).

Solutie si barem:

) s f(x1) = f(x2) = FF 1)) = FULXL)) worrrrrmmrimnrieiinsesesseiess s 1p
0 2¥1 —1=2%2 -1 =X = X3 = f StC INJECUIVA .evveeveirieiieieceeeeee e 1p
D)o F(2X —1) = 2700 — 1, (W) X E R oot 1p

= f(0) si f(1) sunt solutii ale ecuatiei x = 2* — L....ccocvvvviveverinnnnn, 1p

: {f(O) =2/ 1
f(1) =2/ -1
. {g(x) = 2% este strict convexa

h(x) = x + 1 este functie de gradul = ecuatia g(x) = h(x) are cel mult 2 solutii.....1p

. {i i (1) sunt singurele solutii ale ecuatiei x = 2* — 1 = f(0), f(1) € {0,1}.cccvvvrvrrnrnne. 1p
s festeinjectivi= f(0) # f(1) = fO)+f(1) =04+1 =1 oo 1p
Problema 4.

Determinati functiile f: R — R cu proprietatea ca

fxf() + flx+y)) =y(f(x) + 1) + f(x), pentru orice x,y € R.
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Solutie si barem:

*Pentrux =0 = f(f() =y(f(O)+ 1)+ f(0), (M) Y ER (1) s 1p
€Y
*Dacia f(0) =—-1= f(f(y)) = —1, (V) y € Rsi presupunand ci exista x, € R pentru
care f(x,) # —1, obtinem ca f este surjectiva, ceea ce conduce la o contradictie ............ 2p
* Obtinem f(x) = —1, (V) x € R, care verifica conditia din enunt .........c.ccocererererernennn, 1p
* Daca f(0) # —1, din relatia (1) obtinem ca f este iNJECtiVA ......ceovevrereereriererieeseseeeeen, 1p
*Pentruy=0= f (xf 0+ f (x)) = f(x), (V) x € Rsi din injectivitate rezultd
flx) = (1 — f(O))x, (V) X E IR ettt s ebaesnbeeebee s 1p

ePentrux =0= f(0) =0= f(x) = x,(V) x € R, care verifica conditia din enunt .....1p



