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SOLUȚII ȘI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a XI-a 

 

 

Problema 1.    

Fie 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. Să se determine toate matricele 𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℂ), cu 𝐴2023 = −𝐼𝑛 pentru care 

există două matrice 𝑋, 𝑌 ∈ ℳ𝑛(ℂ) care comută şi verifică egalităţile 

𝑋 + 𝑌 = 𝐼𝑛 ,  𝐴 ∙ 𝑋 = 𝑋2 şi 𝐴 ∙ 𝑌 = −𝑌2. 

 

Soluţie şi barem:  

    •  înmulţind cu 𝐴 egalitatea 𝑋 + 𝑌 = 𝐼𝑛, obţinem 𝑋2 − 𝑌2 = 𝐴 ......................................1p 

    •  cum 𝑋𝑌 = 𝑌𝑋, avem (𝑋 − 𝑌)(𝑋 + 𝑌) = 𝐴, de unde 𝑋 − 𝑌 = 𝐴 .................................1p 

    •  din {
𝑋 + 𝑌 = 𝐼𝑛

𝑋 − 𝑌 = 𝐴
  deducem 𝑋 =

1

2
(𝐼𝑛 + 𝐴) şi 𝑌 =

1

2
(𝐼𝑛 − 𝐴).......................................1p 

    •  avem 𝐴 ∙ 𝑋 =
1

2
(𝐴 + 𝐴2) şi 𝑋2 =

1

4
(𝐼𝑛 + 2𝐴 + 𝐴2), de unde obţinem 

         
1

2
(𝐴 + 𝐴2) =

1

4
(𝐼𝑛 + 2𝐴 + 𝐴2), adică 𝐴2 = 𝐼𝑛 ............................................................2p 

    •  din 𝐴2023 = −𝐼𝑛 şi 𝐴2 = 𝐼𝑛, obţinem 𝐴 = −𝐼𝑛 .............................................................1p 

    •  pentru 𝐴 = −𝐼𝑛 se obţine 𝑋 = 𝑂𝑛 şi 𝑌 = 𝐼𝑛 care verifică condiţiile din enunţ .............1p   

Problema 2. 

Se consideră șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 definit recurent prin 𝑎1 > 1 şi 𝑎𝑛+1 =  𝑎𝑛
2 − 𝑎𝑛 + 1, pentru orice 

𝑛 ∈ ℕ∗. Calculați lim
𝑛→∞

(
1

𝑎1
+

1

𝑎2
+. . . +

1

𝑎𝑛
). 

                                                       Gazeta Matematică nr. 11 / 2023 

Soluţie şi barem:  

    • 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = (𝑎𝑛 − 1)2 ≥ 0, (∀) 𝑛 ∈ ℕ∗ ⟹ (𝑎𝑛)𝑛≥1 crescător ...................................1p 

    • presupunând (𝑎𝑛)𝑛≥1 mărginit superior, din teorema lui Weierstrass obținem (𝑎𝑛)𝑛≥1  

       convergent și din relația de recurență rezultă că lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 1 – contradicție .................1p 

    • {
(𝑎𝑛)𝑛≥1 − nemărginit superior
(𝑎𝑛)𝑛≥1 −  crescător                    

 ⟹ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞ .......................................................1p   

    • 𝑎𝑛+1 − 1 = 𝑎𝑛(𝑎𝑛 − 1) ⟹
1

𝑎𝑛
=

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛+1−1
 ........................................................................1p 

            • 𝑥𝑛 = ∑
1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∑
𝑎𝑘 − 1

𝑎𝑘+1 − 1

𝑛

𝑘=1

= ∑
(𝑎𝑘 − 1)2

(𝑎𝑘 − 1)(𝑎𝑘+1 − 1)

𝑛

𝑘=1

= ∑
(𝑎𝑘+1 − 1) − (𝑎𝑘 − 1)

(𝑎𝑘 − 1)(𝑎𝑘+1 − 1)

𝑛

𝑘=1

 

                     = ∑
1

𝑎𝑘 − 1

𝑛

𝑘=1

− ∑
1

𝑎𝑘+1 − 1

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑎1 − 1
−

1

𝑎𝑛+1 − 1
… … … … … … … … … … … … … 𝟐𝐩 

    • lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =
1

𝑎1−1
 .................................................................................................................1p   

 

Problema 3. 

Se consideră șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 definit prin 𝑥1 = √3 şi 𝑥𝑛+1 = √2 + 𝑥𝑛 , (∀)𝑛 ≥ 1.  

a) Să se determine formula termenului general al șirului (𝑥𝑛)𝑛≥1. 



b) Să se calculeze lim
𝑛→∞

4𝑛(2 − 𝑥𝑛). 

Soluţie şi barem:  

    a) • 𝑥1 = 2 cos
𝜋

6
= 2 cos

𝜋

2∙3
;     𝑥2 = 2 cos

𝜋

22∙3
  ...............................................................2p 

    •  prin inducție matematică se arată că 𝑥𝑛 = 2 cos
𝜋

2𝑛∙3
 , (∀) 𝑛 ∈ ℕ∗ ................................2p   

    b) • 𝑙 = lim
𝑛→∞

4𝑛(2 − 𝑥𝑛) = 2 ∙ lim
𝑛→∞

4𝑛 (1 − cos
𝜋

2𝑛∙3
) = 4 ∙ lim

𝑛→∞
4𝑛 ∙ sin2 (

𝜋

2𝑛+1∙3
) .........2p   

    • 𝑙 = lim
𝑛→∞

(
sin

𝜋

2𝑛+1∙3
𝜋

2𝑛+1∙3

)

2

∙ (
𝜋

2𝑛+1∙3
)

2

∙ 4𝑛+1 = 12 ∙
𝜋2

9
=

𝜋2

9
 ...................................................1p   

Problema 4.  

Considerăm matricele 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ𝑛(ℝ) cu proprietatea 𝐴2 + 𝐵2 = √3(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) şi matricea 

𝐶 = (𝐴 − 𝑖𝐵)(𝐴 + 𝑖𝐵). 

a) Să se arate că numărul 𝑑𝑒𝑡(𝐶) este real pozitiv. 

b) Dacă matricea 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 este inversabilă, să se arate că 𝑛 este divizibil cu 6. 

Soluţie şi barem:  

a) •  𝑑𝑒𝑡(𝐶) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵) ∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝑖𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵) ∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵)..........................2p 

    •  𝑑𝑒𝑡(𝐶) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵) ∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵) = |𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑖𝐵)|2 ∈ ℝ+ ..................................1p 

b) •  𝐶 = 𝐴2 + 𝐵2 + 𝑖(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) = (√3 + 𝑖)(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) ...................................................1p 

    •  𝑑𝑒𝑡(𝐶) = (√3 + 𝑖)
𝑛

∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) ...........................................................................1p 

    •  (√3 + 𝑖)
𝑛

= 2𝑛 (cos
𝑛𝜋

6
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

6
) …………………………………………………...1p 

    •  (√3 + 𝑖)
𝑛

=
𝑑𝑒𝑡(𝐶)

𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵−𝐵𝐴)
∈ ℝ de unde rezultă sin

𝑛𝜋

6
= 0, deci 𝑛 este divizibil cu 6 ....1p 

 

 

 

 

 

 


