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Problema 1.  

a) Să se arate că 𝑥3 − 3𝑥2 + 4 ≥ 0, (∀)𝑥 ≥ −1. 

b) Fie numerele reale 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1. Să se arate că: 

log𝑎(𝑏√𝑏 − 2𝑏 + 4) + log𝑏(𝑐√𝑐 − 2𝑐 + 4) + log𝑐(𝑎√𝑎 − 2𝑎 + 4) ≥ 3. 

Când avem egalitate? 

Soluţie şi barem: 

a)  •  (𝑥 + 1)(𝑥2 − 4𝑥 + 4) ≥ 0 ...........................................................................................2p 

     •  (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)𝟐 ≥ 0, (∀) 𝑥 ≥ −1  ..............................................................................1p 

b) Notăm 𝐸 = log𝑎(𝑏√𝑏 − 2𝑏 + 4) + log𝑏(𝑐√𝑐 − 2𝑐 + 4) + log𝑐(𝑎√𝑎 − 2𝑎 + 4). 

    •  Din punctul a) avem 𝑏√𝑏 − 2𝑏 + 4 ≥ 𝑏, 𝑐√𝑐 − 2𝑐 + 4 ≥ 𝑐, 𝑎√𝑎 − 2𝑎 + 4 ≥ 𝑎 .......1p 

    •  Cum 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1 obţinem 𝐸 ≥ log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑐 + log𝑐 𝑎 ...............................................1p 

    •  Din inegalitatea mediilor rezultă log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑐 + log𝑐 𝑎 ≥ 3, deci 𝐸 ≥ 3  ...............1p 

    •  Avem egalitate dacă şi numai dacă 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 4 (conform punctului a)) .................1p  

Problema 2.  

Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ diferite două câte două, cu |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 1. Notăm 

𝐸 = |𝑏 + 𝑐|2 + |𝑐 + 𝑎|2 + |𝑎 + 𝑏|2. 

a) Dacă 𝐸 = 3 să se arate că triunghiul cu vârfurile de afixe 𝑎, 𝑏 și 𝑐 este echilateral. 

b) Dacă 𝐸 = 4 să se arate că triunghiul cu vârfurile de afixe 𝑎, 𝑏 și 𝑐 este dreptunghic. 

Soluţie şi barem: 

a) • Fie triunghiul 𝐴𝐵𝐶 cu vârfurile de afixe 𝑎, 𝑏, respectiv 𝑐; |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 1 ⟹ 

     ⟹ triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este înscris în cercul 𝒞(𝑂, 1) ...............................................................1p 

    • Notăm 𝑧 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 şi avem 𝐸 = |𝑧 − 𝑎|2 + |𝑧 − 𝑏|2 + |𝑧 − 𝑐|2.................................1p    

    • 𝐸 = 3|𝑧|2 − 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧 + 3 = |𝑧|2 + 3 ...............................................................................1p 

    • 𝐸 = 3 ⟹ 𝑧 = 0 ⟹ 𝐻 = 𝑂, unde 𝐻 este ortocentrul ⟹ ∆ 𝐴𝐵𝐶 este echilateral ............1p 

b) • 𝐸 = 4 ⟹ |𝑎 + 𝑏 + 𝑐|2 = 1 ⟹ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
) = 1 ⟹  

       ⟹ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) = 𝑎𝑏𝑐 ⟹ (𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) = 0..........................2p   

    • 𝑎 + 𝑏 = 0 sau 𝑏 + 𝑐 = 0 sau 𝑐 + 𝑎 = 0 ⟹ 𝑂 este mijlocul uneia dintre laturile 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 

      sau 𝐴𝐶 ⟹ ∆ 𝐴𝐵𝐶 este dreptunghic ....................................................................................1p     

 

 

 

 

 

 

 

Problema 3.  

Fie 𝑓:ℝ → ℝ o funcţie care are proprietatea 𝑓(𝑓(𝑥)) = 2𝑥 − 1, pentru orice număr real 𝑥. 

 a) Să se arate că funcţia 𝑓 este injectivă. 



 b) Să se calculeze 𝑓(0) + 𝑓(1).  

Soluţie şi barem: 

a) • 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⟹ 𝑓(𝑓(𝑥1)) = 𝑓(𝑓(𝑥2)) ..........................................................................1p 

    • 2𝑥1 − 1 = 2𝑥2 − 1 ⟹ 𝑥1 = 𝑥2⟹ 𝑓 este injectivă ............................................................1p 

b) • 𝑓(2𝑥 − 1) = 2𝑓(𝑥) − 1, (∀) 𝑥 ∈ ℝ ......................................................................................1p 

    • {
𝑓(0) = 2𝑓(0) − 1

𝑓(1) = 2𝑓(1) − 1
⟹ 𝑓(0) și 𝑓(1) sunt soluții ale ecuației 𝑥 = 2𝑥 − 1...........................1p 

    • {
𝑔(𝑥) = 2𝑥 este strict convexă             

ℎ(𝑥) = 𝑥 + 1 este funcție de gradul I
⟹ ecuația 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) are cel mult 2 soluții.....1p 

    • {
𝑥 = 0
𝑥 = 1

 sunt singurele soluții ale ecuației 𝑥 = 2𝑥 − 1 ⟹ 𝑓(0), 𝑓(1) ∈ {0,1}.....................1p  

    • 𝑓 este injectivă ⟹ 𝑓(0) ≠ 𝑓(1) ⟹ 𝑓(0) + 𝑓(1) = 0 + 1 = 1 ........................................1p 

Problema 4.  

Determinați funcţiile 𝑓:ℝ → ℝ cu proprietatea că 

𝑓(𝑥𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑥 + 𝑦)) = 𝑦(𝑓(𝑥) + 1) + 𝑓(𝑥), pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 
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Soluţie şi barem: 

    • Pentru 𝑥 = 0 ⟹ 𝑓(𝑓(𝑦)) = 𝑦(𝑓(0) + 1) + 𝑓(0), (∀) 𝑦 ∈ ℝ    (1) ..................................1p 

    • Dacă 𝑓(0) = −1
(1)
⇒ 𝑓(𝑓(𝑦)) = −1, (∀) 𝑦 ∈ ℝ și presupunând că există 𝑥0 ∈ ℝ pentru 

       care 𝑓(𝑥0) ≠ −1, obținem că 𝑓 este surjectivă, ceea ce conduce la o contradicție ............2p 

    • Obținem 𝑓(𝑥) = −1, (∀) 𝑥 ∈ ℝ , care verifică condiția din enunț .....................................1p 

    • Dacă 𝑓(0) ≠ −1, din relația (1) obținem că 𝑓 este injectivă .............................................1p 

    • Pentru 𝑦 = 0 ⟹ 𝑓(𝑥𝑓(0) + 𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥), (∀) 𝑥 ∈ ℝ și din injectivitate rezultă  

      𝑓(𝑥) = (1 − 𝑓(0))𝑥, (∀) 𝑥 ∈ ℝ ..........................................................................................1p 

    • Pentru 𝑥 = 0 ⟹ 𝑓(0) = 0 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑥, (∀) 𝑥 ∈ ℝ , care verifică condiția din enunț .....1p  

 

 

 

 


