Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Judetul ALBA - 17 februarie, 2024

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a Xl-a

Problema 1.
Fie n € N,n > 2. Si se determine toate matricele A € M,,(C), cu A%°%23 = —I,, pentru care

existd doud matrice X,Y € M, (C) care comuta si verifica egalitatile

X+Y=1,, A-X=X*siA-Y =—Y2

Solutie si barem:

+ inmultind cu A egalitatea X + Y = I, obtinem X% — Y2 = A ..ccooevvvviieeeceecs 1p
ccumXY =YX, avem (X —Y)(X+Y) =A,deunde X —Y = A .coceevviviiiieeecie 1p
. (X+Y =1 1 ) 1
-dm{X_Y:;{ deducem X =2 (I, + A) §i ¥ =3 (y = Ao 1p
cavemA-X = %(A + A?)5i X% = %(In + 24 + A?), de unde obtinem
%(A +A2) = %(In F 24 4 A2), adICA A% = Ly covvvoeeeeeeeeeeeseeeeeeeesee s 2p
o din 42923 = —[ si A2 = I,,, 0btineM A = —L; weevvevireieeeeeieeeeeeeee e 1p
» pentru A = —I,, se obtine X = 0, si Y = I, care verifica conditiile din enunt ............. 1p
Problema 2.

Se consideri sirul (a,),s; definit recurent prin a; > 1si a,.; = a% — a, + 1, pentru orice

n € N*. Calculati lim (i + i+...+i).

n—oo \aq a an
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Solutie si barem:
*Qpi1— a4y, = (a, —1)2 > 0,(V) n € N* = (a,,) 51 CIESCALOT ..vevveerereeeeeeeeens 1p
* presupunand (a,),>; marginit superior, din teorema lui Weierstrass obtinem (a,,),»1

convergent si din relatia de recurentd rezulta ca lim a,, = 1 — contradictie ................. 1p
n—>oo
a — nemarginit superior _
. {( nlnz1 5 P = liM Gy, = 00 oo 1p
(ay)ns1 — crescator n-oo
1 an—1
Qi1 — 1 = 00(An — 1) = — = 1p
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. x = 1 ag—1 (ax —1)° N @ ) (g — 1)
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£ ag g1 — 1 £ (ax — D(ag41— 1) £t (ax — D(ags1— 1)
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aag—1 Lag -1 a;—1 anyy—1
* M 2, = m 1p
n—oo 1—1
Problema 3.

Se considerd sirul (x,,),>1 definit prin x; = V3 si x40 = /2 + x,, (V)n > 1.

a) Sa se determine formula termenului general al sirului (x,)>1-



b) Sa se calculeze lim 4™(2 — x,,).
n—-oo

Solutie si barem:

V3 s V3
a) xl—ZCOSZ—ZCOSZ, xz—ZCOS% ............................................................... 2p
* prin inductie matematica se arata ca x,, = 2 cos % (V)N EN" L, 2p
el = lim 4™(2 — —2.1lim 4" (1 = cos——) = 4 - lim 4" - sin2? (—*—
b) el 711_{2104 2—-—x,)=2 Tlll_r)£104 (1 cos 2n-3) 4 7111_r)£104 sin (2n+1_3) ......... 2p
.om 2

o] = lim [ 2l2nF s ( L3 )2. n+1l _ q2.% _ 7

l= Aﬂ( - srig) A T = e, 1p

Problema 4.

Consideram matricele 4, B € M,,(R) cu proprietatea A> + B? = v/3(AB — BA) si matricea
C=(A—-iB)(A+iB).

a) Sa se arate ca numarul det(C) este real pozitiv.

b) Daca matricea AB — BA este inversabila, sa se arate ca n este divizibil cu 6.

Solutie si barem:

a) * det(C) = det(A—iB) - det(A+iB) = det(A—iB) - det(A —iB).ccoeirmurrrrnnn 2p
« det(C) = det(A — iB) - det(A — iB) = |det(A — iB)|? € Ry covvvevvecvereceeerceerer. 1p
b)e C =A%+ B2+ i(AB — BA) = (V34 i)(AB — BA) woosvroerrerereeieereseeeenseeensesineenns 1p
e det(C) = (V3 +1)" *dEt(AB — BA) w.oovvveeeeeeeesecoeeeeeeseseessseeeeeeesesssosseeeessessne 1p
- (V3+i)" =2m (cos%ﬂ + isinn?”) ............................................................ 1p
- (V3+0)' = #B(E)BA) € R de unde rezultd sin = = 0, deci n este divizibil cu 6 ....1p



