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SOLUȚII ȘI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a IX-a 

 

 

Problema 1. 

Se consideră şirurile (𝑥𝑛)𝑛≥1 și (𝑦𝑛)𝑛≥1 definite prin 𝑥𝑛 = 2𝑛 − 𝑛 și 𝑦𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2+. . . 𝑥𝑛,  

pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗.  

       a) Să se calculeze 𝑦𝑛. 

       b) Să se determine numerele naturale 𝑛 ∈ ℕ∗ pentru care 𝑦𝑛 este o putere cu exponent natural  

a lui 2.   

Soluţie şi barem: 

 a) • 𝑦𝑛 = (2 + 22 + 23+. . . 2𝑛) − (1 + 2 + 3+. . . +𝑛) .........................................................1p 

     • 𝑦𝑛 = 2𝑛+1 − 2 −
𝑛(𝑛+1)

2
, (∀) 𝑛 ≥ 1 .................................................................................1p 

 b) • 𝒚𝟏 = 𝟐𝟎;    𝑦2 = 3;   𝒚𝟑 = 𝟐𝟑;     𝑦4 = 20 ........................................................................2p 

     • 𝑦𝑛 < 2𝑛+1 și prin inducție matematică se arată că 𝑦𝑛 > 2𝑛 ⟺ 2𝑛+1 > 𝑛2 + 𝑛 + 4, 

       (∀) 𝑛 ≥ 4, deci 2𝑛 < 𝑦𝑛 < 2𝑛+1, (∀) 𝑛 ≥ 4 ....................................................................2p  

     • În concluzie, 𝑛 ∈ {1,3} ......................................................................................................1p  

Problema 2. 

Rezolvați, în mulțimea numerelor reale, ecuația: [𝑥 +
1

3
] = 3[𝑥] − 4{𝑥} + 2, unde [𝑥], {𝑥}       

reprezintă partea întreagă, respectiv partea fracționară a numărului real 𝑥. 

Soluţie şi barem: 

     Distingem 3 cazuri: 

     • Caz I.  𝑥 ∈ [𝑘, 𝑘 +
1

3
) , 𝑘 ∈ ℤ ⟹  𝑥 +

1

3
∈ [𝑘 +

1

3
, 𝑘 +

2

3
)  și avem [𝑥 +

1

3
] = [𝑥], iar 

        ecuația devine [𝑥] = 2{𝑥} − 1 

       Deoarece pentru 𝑥 ∈ [𝑘, 𝑘 +
1

3
) avem {𝑥} ∈ [0,

1

3
) și astfel 2{𝑥} − 1 ∈ [−1,−

1

3
)             3p   

       obținem [𝑥] = 2{𝑥} − 1 ∈ [−1,−
1

3
) ∩ ℤ = {−1} 

       Din [𝑥] = −1 obținem 2{𝑥} − 1 = −1, adică {𝑥} = 0 și astfel, 𝑥 = −1             

     • Caz II. 𝑥 ∈ [𝑘 +
1

3
, 𝑘 +

2

3
) , 𝑘 ∈ ℤ ⟹  𝑥 +

1

3
∈ [𝑘 +

2

3
, 𝑘 +1) și avem [𝑥 +

1

3
] = [𝑥], iar 

        ecuația devine [𝑥] = 2{𝑥} − 1 

       Deoarece pentru 𝑥 ∈ [𝑘 +
1

3
, 𝑘 +

2

3
) avem {𝑥} ∈ [

1

3
,
2

3
) și astfel 2{𝑥} − 1 ∈ [−

1

3
,
1

3
)         2p         

       obținem [𝑥] = 2{𝑥} − 1 ∈ [−
1

3
,
1

3
) ∩ ℤ = {0} 

       Din [𝑥] = 0 obținem 2{𝑥} − 1 = 0, adică {𝑥} =
1

2
 și astfel, 𝑥 =

1

2
             

     • Caz III. 𝑥 ∈ [𝑘 +
2

3
, 𝑘 +1), 𝑘 ∈ ℤ ⟹ 𝑥 +

1

3
∈ [𝑘 + 1, 𝑘 +

4

3
) și avem [𝑥 +

1

3
] = [𝑥] + 1, 

 

 

       iar ecuația devine 2[𝑥] = 4{𝑥} − 1 

       Deoarece pentru 𝑥 ∈ [𝑘 +
2

3
, 𝑘 + 1) avem {𝑥} ∈ [

2

3
, 1) și astfel 4{𝑥} − 1 ∈ [

5

3
, 3)           2p         



 

       obținem 2[𝑥] = 4{𝑥} − 1 ∈ [
5

3
, 3) ∩ ℤ = {2} 

       Din [𝑥] = 1 obținem 4{𝑥} − 1 = 2, adică {𝑥} =
3

4
 și astfel, 𝑥 =

7

4
             

       Deci ecuația are soluția 𝑆 = {−1,
1

2
,
7

4
}. 

Problema 3. 

Fie triunghiul 𝐴𝐵𝐶, cu centrul cercului înscris 𝐼 şi punctele 𝐴1, 𝐵1 și 𝐶1 simetricele punctului 𝐼 

față de  mijloacele laturilor 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, respectiv 𝐴𝐵. Să se arate că triunghiurile 𝐴1𝐵1𝐶1 și 𝐴𝐵𝐶 au  

același centru de greutate dacă și numai dacă triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este echilateral. 

Soluţie şi barem: 

    Fie 𝑂 centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶; 

    • 𝐴1𝐵𝐼𝐶 – paralelogram ⟹ 𝑂𝐴1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝑂𝐴1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗  ..................2p 

    • Analog, 𝑂𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗  și 𝑂𝐶1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗  ..................................................1p 

    • Dacă 𝐺 este centrul de greutate al ∆ 𝐴𝐵𝐶, avem 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗).......................1p 

    • 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝐴1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐵1

⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ⟺ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
(𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 

      +𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ) ⟺ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(2𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ) .......................................................2p    

    •  ⟺ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ⟺ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ⟺ 𝐺 = 𝐼 ⟺ ∆ 𝐴𝐵𝐶 este echilateral ..........................1p 

Problema 4. 

Fie 𝐻 ortocentrul și 𝑂 centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶. Se notează cu 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 

centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor 𝐻𝐵𝐶,𝐻𝐶𝐴, respectiv 𝐻𝐴𝐵.  

       Să se arate că 𝑂𝑂1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑂3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Soluţie şi barem: 

    • Pentru existența triunghiurilor 𝐻𝐵𝐶,𝐻𝐶𝐴 și 𝐻𝐴𝐵 este necesar ca triunghiul 𝐴𝐵𝐶 

      să nu fie dreptunghic ...........................................................................................................1p 

    • Avem 𝐴𝐻 ⊥ 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 ⊥ 𝐵𝐻, 𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐻, adică 𝐴 este ortocentrul triunghiului 𝐻𝐵𝐶 și analog 

      𝐵 este ortocentrul triunghiului 𝐻𝐶𝐴, iar 𝐶 este ortocentrul triunghiului 𝐻𝐴𝐵....................1p 

    • Aplicând relația lui Sylvester pentru ∆ 𝐻𝐵𝐶, rezultă 𝑂1𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂1𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂1𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ...............1p 

    • (𝑂1𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝑂1𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (𝑂1𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑂1𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )............................................1p 

    • Cum 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, obținem 𝑂𝑂1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (1)..............................................1p    

    • Analog 𝑂𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗   (2) și 𝑂𝑂3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   (3).....................................................1p 

    • Prin adunarea relațiilor (1), (2) și (3) se obține concluzia .................................................1p 

 


