Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Judetul ALBA - 17 februarie, 2024

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a Xll-a

Problema 1.
x+1-x2%Inx

Sé se calculeze: I = [ 20t )

. cos(ln(x + 1))dx, x € (0,00).

Solutie si barem:
e Scriem ca diferentd de doua integrale

f% cos(In(x + 1))dx = fxiz cos(In(x + 1))dx — J-()l:(l) -cos(In(x + 1))dx pe care le abordim
PIIN PATEL , ST AVEIM ...ttt bbb bbb bbbt b e e bbb e e b b e 1p
e I=] (— i) -cos(In(x + 1))dx — [ Inx - (sin(ln(x + 1)))' dx =
=—§ -cos(In(x + 1)) + fi (cos(ln(x + 1)))' dx — Inx - sin(In(x + 1)) + fi -sin(In(x + 1))dx=
=—§ -cos(In(x + 1))—f§ - %(xlﬂ))dx— Inx - sin(In(x + 1)) + fi -sin(In(x 4 1)) dX.ceerereniennn. 1p
e Prelucrim echivalent | = — i cos(In(x + 1))— z;:l); -sin(In(x + 1)) dx —
—Inx - sin(In(x + 1)) + fi “SIN(IN(X F 1)) X 1p

e De unde obtinem
I = —i-cos(ln(x | 1))—f§- sin(In(x+ 1)) dx + [ (x-lm) -sin(In(x + 1))dx — Inx -

sin(In(x + 1)) + fi -sin(In(x + 1))dx==—§- cos(In(x+ 1)) + f(lel) -sin(In(x + 1)) dx —

Inx - sin(ln(x + 1)) ....................................................................................................................... 2p
o Adica, I = —i- cos(ln(x + 1)) - (cos(ln(x + 1)))' dx — Inx - sin(ln(x + 1))=
_ 1 _ T
=== cos(ln(x + 1)) cos(ln(x + 1)) Inx sm(ln(x + 1)) e il OO 1p
e Finalizare] = (—1 - i) cos(In(x + 1)) — Inx - sin(In(x + 1)) + Covvervvvvrrrrrrrnrrrnerrirecrinennns o 1p
Problema 2.
Sa se determine functiile f: R — R derivabile , pentru care
X
f(x) +f elf(x —t)dt = ax?, V)x e R,a € R”
0

Solutie si barem:

e Cu schimbarea de variabila x — t = u obtinem
f(x) +e* f;ce_”f(u)du = AX2, (V)X € Rurrreeeeeeeeeeee et e 1p

e Pe care, daca o inmultim cu e ™ se obtine
e f(x) + fge‘“f(u)du = ax2e™, (V)X € R(Q) cceveveeeeeereeeeeeiee e o 1p

e Consideram functia g: R - R, g(x) = f(x) - e™*, care este derivabila, deci continua, deci admite
primitive si
fie G:RR - R,G(x) = fox e tf(t)dt - o primitiva a functiei g, care se anuleazi in O............ 1p

e Relatia (a) devine g(x) + G(x) = ax?e™, (¥)x € Rsau altfel

g(x)e* + G(x)e* = ax?, (V)x € R, adica (G(x)e*) = ax?, (V)x € R, de unde avem G(x)e* =
3 3
ax?+k,kE]R, adica G(x)=(ax?+k)e‘x,(v)xE]R ............................... 2p



3
e Derivam si obtinem g(x) = (ax2 - ax? - k) e, (Vx eR,

3
siapoi f(x) = ax? — ax?— k, (Mx € R

............................................................................. 1p
3
e DinG(0) = 0 obtinem k = 0, de unde f(x) = ax? — ax?, (V)x € R, functie care verifica relatia
o - | - TSR 1p
Problema 3.

Fie multimea Q, = {%| mmneZmn impare} si G = Qq X Z. Pe G se defineste legea de

compozitie (q1, k1) © (g2, k2) = (q1q2, k1 + k3), (V)qLQZ € Qo (Vky, k; € L.
a) Sa se arate ca (G,o) este grup abelian.

b) Sise arate ci functia f: G - Q*, f((q,k)) = q - 2¥ este un izomorfism intre grupurile (G,e) si
@)

Solutie si barem:

e Demonstrarea asociativitatii $1 @ COMULALTVILALIL....ccvvervierieeieeriieeieerie e eaee s 1p

e Determinarea elementului neutru e = (1,0) ,1 = % € Qpvverrerrrnisie e, 1p
* Simetricul elementului x = (q,k) este x' = (q~*,—k) € G, pentrucid q # 0siq™" € Q,1p
e Verificarea conditiei de morfism:f((qy, k1) © (g2, k2)) = f((q192, k1 + k3))
=q1qy - 29t K2 = qp 29 gy 272 = f((qu k1)) F (02, k2)), (W)(q1, k1), (G2, K2) €G..... 1p
e Demonstrarea injectivitatii: Fie (qq,kq),(q2,k;) €G cu f((ql,kl)) = f((qz,kz)), adica
q, 2k =gq, 2% @% = 2k~k1 Cum gq,,q, sunt numere intregi impare,iar k, — k, € Z
ultima egalitate este po2sibi1€1 doar cand k, — k; = 0, adica k, = k,, de unde q, = q,, deci f

TIJECEIVAL ...ttt e 1p
e Pentru surjectivitate, daca y = % cum,n € Z" prime intre ele, avem cazurile:
. . . 2Pm’ , .
1. m numadr par si atunci avem y = ,cum',n € Z" impare,p € N,
m' .
deundey = f <(7p>>
- . . m ’ £
2. mnumdr par si atunci avem y = ——,cum’,n € Z" impare,p € N,
m' .
deunde y = f <(7 —p)>,
3. m,n numere impare deunde y = f ((% O)) .............................................................. 2p
Problema 4.
Fie multimea (G,") un grup cu element neutrue si a, b € G astfel incat a® = b* = e si ab = ba®.
Si se arate cd : a) a’b = ba
b) ab3 = b3a?.
c)b~ta b~ = bab.
Solutie si barem:
e a)avem succesiv a’b = a(ab) = (ab)a® = ba®a® = ba® = (ba)a® = bae = ba............... 2p
e b)ab® = (ab)b? = ba®*b? = ba(a?b)b = b(ab)(ab) = bba3ba® = b?a3ba® =
b?a(a?b)a® = b?abaa® = b?(ab)a* = b?ba3a* = b3a’” = b%a?a® = b3a%e=b3a?........... 2p

e )b la'p™! =b3a*b® = (b3a?)(a’b)b? = ab3bab? = aeab? = (a’b) b = bab............ 3p



