Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Judetul ALBA - 17 februarie, 2024

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a IX-a

Problema 1.

Se considera sirurile (x;)n»1 $1 (V) ne1 definite prin x, = 2" —nsiy, = x; + x,+... Xy,
pentru orice n € N*.

a) Sa se calculeze y,.

b) Sa se determine numerele naturale n € N* pentru care y,, este o putere cu exponent natural
a lui 2.

Solutie si barem:
)oY, = (2 +22+234...2") — (14 24 34... 47N o 1p

n(n+1)

ey, =2M1 2 — T (V2T s 1p

D) e ¥ = 2% ¥, =3; Y3 =23; 14 = 20 i 2p
* Y, < 2™*1 i prin inductie matematica se aratd ci y,, > 2" & 2™ > n? +n + 4,

(MVn=4,deci 2" <y, 2L (W) M 4 oo, 2p

« In concluzie, n € {1,3}

Problema 2.
Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia: [x + ﬂ = 3[x] — 4{x} + 2, unde [x], {x}
reprezinta partea Intreaga, respectiv partea fractionard a numarului real x.
Solutie si barem:
Distingem 3 cazuri:
eCazl. x €[k, k +l),k €EZ7—= x+€ [k+l,k +E) si avem [x+1] = [x], iar
3 3 3 3 3
ecuatia devine [x] = 2{x} — 1
Deoarece pentru x € [k, k + é) avem {x} € [0, %) si astfel 2{x} -1 € [-1,— ;) 3p
obtinem [x] = 2{x} — 1 € [-1, —g) NZ={-1}
Din [x] = —1 obtinem 2{x} — 1 = —1, adica {x} = 0 si astfel, x = —1
+Cazll.x€|k+3,k+2) k€Z= x+3€|k+2k+1)siavem [x +3| = [x], iar
3 3 3 3 3
ecuatia devine [x] = 2{x} — 1
1 2 12\ . 11
Deoarece pentru x € [k +3 k +§) avem {x} € [g'g) si astfel 2{x} —1 € [—5,5) 2p
obtinem [x] = 2{x} -1 € [—%,i) NZ = {0}
1

Din [x] = 0 obtinem 2{x} — 1 = 0, adica {x} = % si astfel, x = -

°CazIH.xe[k+§,k+1),kEZ =>x+§e[k+1,k+§)§iavem[x+%]=[x]+1,

iar ecuatia devine 2[x] = 4{x} — 1

Deoarece pentru x € [k + g k +1)avem {x} € E 1) siastfel 4{x} —1 € E 3) 2p



obtinem 2[x] = 4{x} — 1 € [g D NZ=1{2)
Din [x] = 1 obtinem 4{x} — 1 = 2, adica {x} = % si astfel, x = %

) . ) 17
Deci ecuatia are solutia § = {—1,5, Z}'

Problema 3.
Fie triunghiul ABC, cu centrul cercului nscris I si punctele A4, By si C; simetricele punctului I

fata de mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Sa se arate ca triunghiurile A, B;,C; si ABC au
acelasi centru de greutate daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.

Solutie si barem:
Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC;

« A;BIC — paralelogram = 04, 4+ 0] = OB + 0C = 0A, = 0B+ 0C — Ol ....o.o........... 2p

-Analog,@f=5?+ﬁ—_0_f§iO_C_f=m+U§—_07 .................................................. 1p

« Daci G este centrul de greutate al A ABC, avem 0G =§(m+O_B)+W) ....................... 1p

- 0G = (04; + 0B; + 0C;) < 0G = (0B + 0C — 01 + 0C + 0A — 01 + 04 +

+0B — 01) & 0G = ; (204 + 20B + 20C = 301) oo 2p

« = 0G6=206-0]<0G6=0] < G=1I< AABC este echilateral ...........cco....... 1p
Problema 4.

Fie H ortocentrul si O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Se noteaza cu 04, 0,, 05

centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor HBC, HCA, respectiv HAB.

Sa se arate ca 004 + 00, + 005 = 20H.

Solutie si barem:
* Pentru existenta triunghiurilor HBC, HCA si HAB este necesar ca triunghiul ABC

$A NU 1€ dIreptuNZNIC ....oovviiiiiiiii i 1p
« Avem AH 1 BC,CA L BH,AB 1 CH, adica A este ortocentrul triunghiului HBC si analog

B este ortocentrul triunghiului HCA, iar C este ortocentrul triunghiului HAB.................... 1p
* Aplicand relatia lui Sylvester pentru A HBC, rezulta 0,A = 01B + 0,C + O4H................ 1p
* (0,0 + 04) = (0,0 + OB) + (010 + 0C) + (010 + OH).cevvvvvvvvvveeriririsssssssssnseeeereen 1p
°Cumﬁzm+0—3)+m,ob‘ginem0—01)=0_3>+ﬁ(1) .............................................. 1p
«Analog 00, = 0C + 04 (2) $1003 = 0A + OB (3).eeveoeeeoeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees e 1p

* Prin adunarea relatiilor (1), (2) si (3) se obtine conCluzia ............cccecovveieerrerieenesereenn,s 1p



