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Primul baraj de selectie pentru OBMJ
Brasov, 13 aprilie 2023

Problema 1. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care exista numerele
naturale nenule distincte a, b, ¢, cu proprietatea can =a+b+c si (a+b)(b+ c)(c+a)
este un cub perfect.

Problema 2. Se considera un triunghi ABC'. Fie punctele P si Q) pe laturile AB,
respectiv AC', astfel incat AP=AQ), iar dreapta P() trece prin centrul I al cercului inscris
in triunghiul ABC'. Notam cu M cel de-al doilea punct de intersectie a cercurilor circum-
scrise triunghiurilor BPI si CQI, cu D intersectia dreptelor PM si BI si cu E intersectia
dreptelor QM si C'I. Demonstrati ca dreapta M I trece prin mijlocul segmentului DE.

Problema 3. Pe o tabli sunt scrise numerele 23—2,33—-3,43—4, ... (2n+1)3—(2n+1),

unde n este un numar natural, cu n > 2. O operatie Inseamna stergerea a trei numere

) A ) 5 abc 9
arbitrare a, b, ¢ de pe tabla si inlocuirea acestora cu numarul P Se efectueaza
a ¢+ ca

mai multe operatii, pana cand pe tabla raman doua numere. Aratati ca suma ultimelor
doua numere ramase pe tabla este mai mare decat 16.

Problema 4. Un cub cu latura 3 este impartit in 27 de cuburi de latura 1, iar in
interiorul fiecaruia dintre ele este scris cate un numar natural nenul. Numim fasie orice
paralelipiped dreptunghic 1 x 1 x 3 format din trei cuburi cu latura 1 care au trei fete
coplanare. Orice numar mai mare decat 1 care este scris intr-unul dintre cuburile de
latura 1 este suma a trei dintre numerele din celelalte cuburi, cate unul de pe fiecare fasie
pe care se afla. Demonstrati ca, indiferent de alegerea numerelor, in cubul cu latura 3 vor
exista cel putin 16 numere mai mici sau egale cu 60.

Problema 5. In exteriorul trapezului ABC'D cu baza mica AB, construim patratele
ADEF si BCGH. Demonstrati ca mediatoarea laturii AB trece prin mijlocul segmentului
FH.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Barem si schema de corectare

Problema 1. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care exista numerele naturale
nenule distincte a,b, ¢, cu proprietatea ca n = a+b+c si (a+b)(b+ ¢)(c+ a) este un cub
perfect.

Solutie si barem. Fie n minimul cautat, iar a,b,c € N* distincte, astfel incat n = a + b+ c si
(a+b)(b+c)(c+a) =k cukeN.

I Daca toate numerele a, b, c sunt pare, atunci pentru numerele naturale nenule si distincte

b NG
a = %’ b = 3 sicd = %, avem g =d +b+ eNiar (d +V)0 +)(d+d)= <8) €N,
contradictie cu faptul ca n este minim. ........ ... 2p
IT Daca toate numerele a,b,c sunt impare, atunci n > 1+ 3+ 5 = 9. Deoarece (1,3,5) nu
verifica conditia ca (a + b)(b+ ¢)(c + a) sa fie cub perfect, rezultda ca n > 9+2=11. ...... 1p

III. Daca numerele a,b,c nu au toate aceeasi paritate, fara sa restrangem generalitatea, con-
sideram ca doar numerele a si b au aceeasi paritate. Rezulta ca a+ b este par, iar numerele c+a
si b+c sunt impare. Atunci 2 | (a+b)(b+c)(c+a) = k3, deci 2 | k, asadar 8 | (a+b)(b+c)(c+a).

Cum numerele b + ¢ si ¢ + a sunt impare, rezulta ca 8 | a+b, decia+b>8. .............. 1p

Dacan =9, atuncia+b=8sic =1, iar (b+c¢)(c+ a) = ab+ 9 trebuie sa fie cub perfect, deci
b

ab > 18. Dar 4 = a—2i— > Vab, deci ab < 16, contradictie. Asadar n >10. ................. 2p

Observam ca pentrun = 10 si a = 1,b = 2, ¢ = 7 sunt indeplinite conditiile din ipoteza. Tinand
cont de I, II si III deducem ca valoarea minima a lui n este 10. .......................... 1p
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Problema 2. Se considera un triunghi ABC. Fie punctele P si ) pe laturile AB, respectiv
AC, astfel incat AP=AQ), iar dreapta P(Q trece prin centrul I al cercului inscris in triunghiul
ABC'. Notam cu M cel de-al doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor
BPI si CQI, cu D intersectia dreptelor PM si BI si cu E intersectia dreptelor QM si C1I.
Demonstrati ca dreapta M I trece prin mijlocul segmentului DE.

Solutie si barem. Triunghiul APQ este isoscel, deci
JAPQ = <XAQP. Patrulaterele BMIP si CMI() sunt in-
scriptibile, asadar < APQ = <BMI si YAQP = <CM]I,
in consecinta «BMI =<xCMI. (1) ................ 1p
Notam cu K intersectia dreptelor IM si BC.

Deoarece BI este bisectoarea lui < ABC si patrulaterul
BMIP este inscriptibil, avem < /M P = <IBP = 4IBK.
Din <xKMD = < KBD rezulta ca patrulaterul BDK M
este inscriptibil, deci /DK = <BM K. Analog deducem
ca CEKM este inscriptibil, iar </EK = SCMK.

Folosind (1), rezulta ca <IDK = JIEK. ......... 3p

Patrulaterele BDKM si BM 1P sunt inscriptibile, deci {BKD = <BMD = <BIP (2)

Patrulaterele CEK M si CMIQ sunt inscriptibile, deci XCKFE = <CME = <CIQ (3)

Din (2) si (3) deducem ci ¥BKD + <CKE = ¥BIP + «CIQ. In consecinti, rezulti:
IDKE =180° — (XBKD + <CKFE) =180° — (XBIP+ xCIQ)=<DIE. ............... 2p
JIDK = <IEK si <DKFE = {DIFE, deci DIEK este paralelogram, asadar dreapta KI trece
prin mijlocul segmentului DE. Cum punctele I, K, M sunt coliniare, rezulta concluzia. ....1p
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Problema 3. Pe o tabla sunt scrise numerele 232,333,434, ... (2n+1)3—(2n+1), unde
n este un numar natural, cu n > 2. O operafie Inseamna stergerea a trei numere arbitrare a, b, c
abce

ab 4+ bc + ca
pana cand pe tabla raman doua numere. Aratati ca suma ultimelor doua numere ramase pe

tabla este mai mare decat 16.

de pe tabla si inlocuirea acestora cu numarul . Se efectueaza mai multe operatii,

o 1 1 1 ab+bc+ca 1 )
Solutie si barem. Deoarece — + — + — = = , pentru orice numere
3 7 a b c abc abc
ab + bc + ca

pozitive a, b, ¢, rezultd ca, dupa orice operatie, suma inverselor numerelor ramase pe tabla este
egala cu cea a inverselor numerelor initiale. Asadar, suma ultimelor doud numere ramase pe

taba este egala cu suma S a inverselor numerelor initiale. ............. ... ... ... oo 2p
D ! ! ! ! ! t ice k > 1, obti
eoarece = == — entru orice obtinem:
Bk k(k—Dk+1) 2\k-1Dk kE+1)P » 0%
g _ 1 n 1 P 1 1 1 1 N 1 1 n
o282 P-3 7 2n+1)3-2n+1) 2\1-2 2-3 2-3 3.4 7
1 1 1/1 1 2n? + 3n
+ — = — —_ — = 3 .
2n(2n+1) (2n+1)(2n+2) 2\2 (2n+1)(2n+2) 8n? + 12n +4
........................................................................................... 2p
1 2n? + 3
Fie x si y ultimele doud numere ramase pe tabld. Avem — 4+ — = Ty et on .
’ x oy Y 8n2 +12n +4
4 4 2n? + 3 1
Deoarece < m, pentru orice z,y > 0, din (1) rezulta < neen < —, de
x+y xy r+y 8n2+12n+4 4

unde obtinem @ +y > 16. ... ... 3p
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Problema 4. Un cub cu latura 3 este impartit in 27 de cuburi de laturd 1, iar in interiorul
fiecaruia dintre ele este scris cate un numar natural nenul. Numim fasie orice paralelipiped
dreptunghic 1 x 1 x 3 format din trei cuburi cu latura 1 care au trei fete coplanare. Orice
numar mai mare decat 1 care este scris intr-unul dintre cuburile de latura 1 este suma a trei
dintre numerele din celelalte cuburi, cate unul de pe fiecare fasie pe care se afla. Demonstrati
ca, indiferent de alegerea numerelor, in cubul cu latura 3 vor exista cel putin 16 numere mai
mici sau egale cu 60.

Solutie si barem. Daca toate numerele sunt egale cu 1, nu avem ce demonstra. Daca cubul
contine si numere mai mari ca 1, presupunem ca in cub sunt scrise si numere pare si fie n cel mai
mic dintre ele. Atunci n trebuie si fie suma a 3 numere impare, ceea ce este imposibil, deoarece
suma a trei numere impare este un numar impar. Asadar toate numerele sunt impare. .... 1p

Presupunem ca exista o fasie care nu contine numarul 1. Fie a cel mai mic numar de pe acea
fasie. Deoarece a > 1, el este suma a trei numere mai mici ca el si mai mari decat 1, contradictie
cu minimalitatea lui a. Asadar pe fiecare fasie exista cel putin un 1, deci cubul contine cel putin

0 e L. o 1p

Fie a1 < a9 < ... < ayg celelalte numere din cub. Daca a1 > 3, atunci unul dintre cele trei
numere din cub a caror suma este a; trebuie sa fie mai mare ca 1 si mai mic decat a1, ceea ce
contrazice minimalitatea lui a;. Asadar a1 € {1,3} ... ..o i 1p

De aici, ag € {1,3,5}. Daca ag < 3, atunci az < 1+aj +ag < 7, iar daca ag = 5, atunci a; si
ap sunt pe o aceeasi fasie, deci nu pot face parte din scrierea lui a3, asadar a3 < 1+1+ax = 7.
In consecintil, az € {1,3,5, 7} . o onnir e 1p

Daca a3 = 7, atunci a3 este pe o fasie comuna cu ag, deci a3 si az nu pot aparea simultan
in scrierea lui a4, asadar a4 <as+a;1 +1<7+34+1=11. Daca a3 < 5, avem: daca ag = 5,
atunci a; si ap sunt pe aceeasi fasie, deci as < az +az +a1 <5+ 5+ 1 =11, iar daca az < 3,
atunci ag < az+as+a; <5+3+3=11. In oricare caz,avem a4 < 11. ... ... . oL 1p

In general, avem a3 < agyo + apr1 + ag.

Daca ag4+1 si axy2 sunt pe o aceeasi fasie, atunci ele nu pot aparea simultan in scrierea lui
ak+3, si deoarece agt2 < ap41+ap+ar—1, obtinem agy3 < agro+ar+ar—1 < ap1+2ar+2a,—1.

Daca ag1 si ag42 sunt pe fasii diferite, deoarece agi2 < ap + ax—1 + ag—2, obtinem ajy3 <
a2 + Qg1+ ap < apq1 + 20, + ag—1 + a2 < apq1 + 205 + 2a5_1.

Asadar, api3 < agy1 + 2ar + 2ag_1, pentru orice k > 2. (1) ... 1p

Din (1) deducem succesiv ca a5 < 23, ag < 35 si a7 < 59, asadar cel putin 16 numere sunt
mai mici sau egale cu 60. ... ... 1p
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Problema 5. In exteriorul trapezului ABC D, cu baza mici AB, construim patratele ADEF
si BCGH. Demonstrati ca mediatoarea laturii AB trece prin mijlocul segmentului F'H.

Solutie si barem. Fie I mijlocul bazei AB. Alegem U
punctele M si Q pe baza CD, cu DM = QC = Al T S H

Evident, AIMN si BIQC sunt paralelograme, deci
IM = AD, IM || AD si IQ = BC, IQ | BC. S3W
In exteriorul triunghiului IM @, construim patratele /
IMNP si IQRS. Consideram punctele U si V' astfel
incat IPUS este paralelogram, iar V' este proiectia lui

TpeCD. ..o 1p
Avem SPIS + <PIM + <MIQ + <xQIS = 360°, si deoarece IPUS este paralelogram, de-

ducem: <PIS + s<MIQ = 180° = <IPU + < PIS, asadar <IPU = <MIQ. Cum [P = IM
si PU = IS = IQ, rezulta ca triunghiurile TPU si MIQ sunt congruente (L.U.L.), deci
QPIU = QIMQ). . e e 3p
Triunghiul MV este dreptunghic in V', deci <M IV =90° — <IMV = 90° — < PIU. Obtinem
IMIV + 4PIU 4+ <MIP = 180°, asadar punctele U, I,V sunt coliniare. Rezulta ca UI este
mediatoarea segmentului AB. Deoarece I PU S este paralelogram, dreapta Ul trece prin mijlocul
Joal diagonalel P, ..o 1p
Din <DAF = <MIP = 90° si AD || IM, rezulta ca AF || IP si cum AF = IP, patrulaterul
AIPF este un paralelogram. Asadar F'P || Al si FP = Al. Analog se arata ca SH || IB si
SH = IB. Cum [ este mijlocul segmentului AB, deducem ca FP || SH Si FP = SH, deci
FPHS este un paralelogram. In consecinta, diagonala F'H trece prin mijlocul J al segmentului
PS, deci dreptele U si F'H sunt concurente. ............... ..o, 2p
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