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CLASA a XII-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie (G,-) un grup finit de ordinul n € N*, unde n > 2. Vom spune ca grupul (G,-)
este aranjabil daca exista o ordonare a elementelor sale, astfel incat

G:{al,aQ,...,ak,...,an}:{a1-ag,ag-ag,...,ak-akH,...,an-al}.

a) Determinati toate numerele naturale nenule n pentru care grupul (Zn,+) este aranjabil.
b) Dati un exemplu de grup de ordin par care este aranjabil.

Solutie:
a) Vom arata ca grupul (Z,,+) este un grup aranjabil daca si numai daca n este un numar
natural impar.
Daca (G, -) este un grup aranjabil abelian, atunci considerand aranjarea
G ={ai,a2,...,ak,...,an} ={a1-ag,a2-as,...,ax - agy1,...,a, - a1}, avem

2
n

Ho=1]=1I ar)=1]l9] -
k=1

geG k=1 geG
(unde an41 = ay), astfel ca& [] g =1, unde 1 este elementul neutru al grupului (G, -)....... 2p
geG

In orice grup abelian finit avem ca produsul tuturor elementelor sale este egal cu produsul
elementelor sale de ordin 2. R
Pentru n € N*, daca k € {0,1,...,n — 1} cu ord(k) = 2, inseamna c&

k#0=k+k=2k,

adica n divide 2k, dar nu divide k. Acest lucru este posibil doar daca n este par si n = 2k.
Astfel, daca n este par, cu n = 2k, si (Zy,+) ar fi aranjabil, am avea

0= Y e=*,
TELn

ceea ce este fals. Prin urmare, daca n este par, grupul (Z,,+) nu este aranjabil. ........... 1p
Fie acum n un numar natural impar. Consideram multimea [0,n — 1]y = {0,1,...,n — 1} si
functia f : [0,n — 1|y — Zy, definita prin f(k) = 2k + 1. Cum

Fk)=f(l) == 2k + 1 =2+ 1= n|(2k —2) == n|(k—1) = k=1,

functia f este injectiva si cum [0,n — 1]y si Z, sunt multimi finite cu acelasi numar de ele-
mente, rezulta ca f este bijectiva. Notand ap = k — 1 pentru orice 1 < k < n si ap41 = a1,



rezultd atunci ca ap + ax+1 = f(k — 1) pentru orice k = 1,n, astfel ca Z,, = {a1,a9,...,an} =
{f(o)af(1)7af(k)’vf(n - 1)} = {al + az,a2 + as,...,ap—1 + aky ..., 0n + CL1}7 de unde
deducem ca grupul (Z,,, +) este aranjabil.

............................................................................................ 1p
Multimea numerelor naturale cu proprietatea ca grupul (Z,, +) este aranjabil este prin urmare
multimea numerelor naturale impare. ............. .. . 1p

b) Conform punctului a), nu exista grupuri aranjabile ciclice de ordin par. ConsiderémAZé =
{0,1,2,3}, Zo = {0,1} si grupul G = Z4 x Zy cu operatia de adunare pe componente (k,1) +
(m,m) = (k+m,l+n). Atunci
G = {a1 = (0,0),a2 = (1,0),a3 = (1,1), a4 = 3,1),a5 = (2,0), a6 = (2,1),a7 = (0,1), a5 = (3,0)} =

= {a1 + ag, a2 + a3, az + ag, a4 + as, a5 + ag, a6 + ar, a7 +as,as + a1},

astfel ca (G, +) este un grup aranjabil de ordin 8........ ... ... .. i 2p

Problema 2.  Fie p un numar prim, n un numar natural nedivizibil prin p, iar K un corp
comutativ cu p" elemente, cu elementul unitate 1g si elementul nul 0 = Og. Pentru orice
m € N* notam m = 1g + 1x + ... + 1k $i definim polinomul

de m ori
m —
fm = D (-)"HCEXT € KIX].
k=0
a) Ardtati cd multimea radacinilor polinomului fy este {k| k € {0,1,...,p—1}}.

b) Fie m € N* oarecare. Determinati multimea raddacinilor din corpul K ale polinomului f,.

Solutie:
a) Pentru orice polinom P € K[X] vom nota cu Zp multimea radacinilor sale din K. Deoarece
|K| = p™, caracteristica corpului K este char(K) = p. Atunci m = 0 pentru orice multiplu m al
lui p. In particular, cum kP = k (mod p) pentru orice k € Z, avem ca

fik)= (k) ~k=F -k =k —k=0,

pentru orice k € {0,1,...,p— 1}. Prin urmare, {% |k =0,p—1} C Zy,. De asemenea, deoarece

K este un corp comutativ, |Zy, | < grad(f1) = p. Rezulta ca Z; = {E\ E=0,p—1}......... 2p
b) Deoarece p\C;f, pentru orice k = 1,p — 1, rezulta ca (a + b)P = aP 4 bP, pentru orice a,b € K|

si inductiv (a+ b)plC =a?" + " pentru orice a, b € K si orice k € N. Atunci pentru orice m € N*

avei:
m m
Z ym- ka Z ym kck Xp —ka) —
k=0 k=0
m+1 o m+1 o
= 3 (—)RCE Ol X = 3 (—m i RCE X = f (X)),
k=0 k=0



............................................................................................ 2p
Aratam prin inductie dupd m € N* ca Z; = {E|kz = 0,p — 1} pentru orice m € N* ceea
ce va rezolva problema. Pentru m = 1 am aratat acest lucru la a). S& presupunem acum ca
proprietatea are loc pentru un m € N* oarecare. Demonstram ca ea are loc atunci si pentru
m + 1:

Pentru orice k € {0,1,...,p — 1} avem

Frp1 (k) = fn(f1(K)) = fm(0) =0,

astfel ca {E|k:0,p—1}§me+l. ........................................................ 1p
Fie a € Zy, ., oarecare. Atunci fi,(f1(a)) = frmi1(a) = 0, deci fi(a) € Zy,,. Prin urmare,
exista k € {0,1,...,p — 1} astfel incat fi(«) = k. Obtinem ca

o = (a+ k)P =af + Kk =
si, inductiv, dacd o?” = o +m - %, atunci o?” " = (a+m- E)p =a+(m+1) k. In grupul
multiplicativ (K*,-) avem 2P" ~! = 1 pentru orice z € K*, astfel c& 2P = x pentru orice element
z € K. Atunci

ASEEEL CA 1+ 2= 0.+ oo e e e e 1p
Cum 1nsa n nu se divide prin caracteristica p, rezulta ca k = 0. Dar atunci fila) = 0 si
a€Zs ={k|k=0,p—1}. Am obtinut deci si incluziunea inversi Z;, ., C {k|k =0,p— 1}
si deci are loc egalitatea Zy, ., = {E\ k =0,p — 1}. Proprietatea enuntatd are loc atunci pentru
OTICE T € N 1p

Problema 3. Fie a,b € R, cu a < b, doua numere reale oarecare. Spunem ca o functie f :
[a,b] — R are proprietatea (P) daca este o functie integrabila pe [a,b], cu proprietatea cd

r+a x+b
f(x)—f( ;L >:f( ;r >—f(x) pentru orice T € [a,b].

Aratati ca pentru orice numar real t existda o unica functie f : [a,b] — R cu proprietatea (P),

b
astfel tncat [ f(z)dz =t.

Solutie:
Vom arata ca functiile cu proprietatea (P) sunt exact functiile constante pe intervalul [a, b].
Egalitatea din enunt se transcrie echivalent

s =5 (7(55) +1(55) (1)

Aratam ca pentru orice n € N* si orice = € [a, b] are loc egalitatea

2" —1

1 x4+ (2" —1—k)a+ kb
o) =g 21 - ). )




Pentru n = 1, aceasta este exact relatia (1). Daca presupunem acum egalitatea adevarata pentru
un numar natural n € N* si orice = € [a, b], atunci avem

2" -1

v+ (2" —1—-k)a+kb\
QnZ'f( on >_

iy Lo+ (2~ 1-Kathb 1 1 z+@"—1—k)ja+kb 1
FERG e ).

27L+1 1

z+ (2" —1—k)a+ kb
2n+1 Z f < on+1 )

............................................................................................ 3p
Consideram pentru n € N* gi € [a, b] oarecare diviziunea
(2" —1)a+b (2" — k)a + kb
An: $0:a<$1:2—n<<l‘k:2—n<<$2n:

cu norma |A,| = si sistemul de puncte intermediare

271/

c+ (2" -k)a+ (k—-1)b S—
bi(a) = (suto) = TR E 0 )
Atunci relatia (2) se transcrie sub forma
1
f@) = 5= o(fs B, &) (2)),

unde prin o (f; Ay, {)(z)) am notat suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A, si sistemu-
lui de puncte intermediare £ n)( x). Cum functia f este integrabilé Riemann pe intervalul [a, b],

avem hm o(f; An,Em) ff )ds, astfel c& f(z ff ) ds pentru orice x € [a, b].
Orice func‘gle cu proprietatea (73) este deci constanta

............................................................................................ 2p
Reciproc, orice functie constantd pe intervalul [a,b] este integrabila Riemann si verifica egali-
tatea din enunt. ... ... 1p
Pentru orice t € R exista atunci o unica functie cu proprietatea (P), anume f : [a,b] — R,

b
finitd prin f(z) = 5-- pentru orice z € [a, b], astfel incat [ f(z)dz =t...................... 1p

a

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie monoton crescatoare, derivabila, cu derivata continud,
pentru care f(0) =0. Fie g:[0,1] — R functia definita prin

g(z) = f(z)+ (z - 1)f'(z) pentru orice z € [0,1].

/Olg(z)dx:O

4

a) Ardatati ca



b) Demonstrati ca pentru orice functie ¢ : [0,1] — [0,1], convexa si derivabila, cu ¢(0) =0 si
©(1) =1, are loc inegalitatea

1
/0 9(p(x)) dz < 0.

Solutie:
a) Deoarece g(z) = f(z) + (z — 1) f'(z) = ((x — 1) f(x))’, rezulta ca

b) Fie ¢ : [0,1] — [0,1] o functie convexa si derivabila cu ¢(0) = 0 si (1) = 1. Atunci
functia ¢’ este crescitoare. Functia f fiind monoton crescitoare si derivabila, are derivata f’
nenegativa. Rezulta ca pentru orice z € [0, 1] avem

flp(x)) = (@) = F($(0)) = /Om flle®) - ¢'(t)dt < ¢/(z) - ' f(e(t)) dt

Integrand in inegalitatea de mai sus, obtinem

fendr< [ (¢ [ riewdr) do. 3)
[ [ (e [ rema)

............................................................................................ 2p
Functia f/ o ¢ este continud, fiind compusd de functii continue, astfel ca este primitivabilé si
integrabila, iar o primitiva a sa este functia @ : [0,1] — R definita prin ®(x fO (e
Integrand prin parti, avem:
1 T 1
| (¢@- [ reoa) ao= [ o) sw)do-
. 1
/
= (pla) - D@y = [ (pla)- (@) e =
1 1 1
= o(1)-8(1)=¢(0) - 20— [ o(o)-f(pla)) o = | Flpta))da= [ plo)- S pla))de. (@)
............................................................................................ 1p
Din definitia functiei g, inegalitatea (3) si identitatea (4) rezulta atunci ca
1 1
/ )) de = / F(pla)) da + / o(@)- [lp() do— | o) de < 0.
0
............................................................................................ 2p



