‘[{7{}“35“3))J
NONALA )
; 6 =

Jly,
=/,
y 7=

&

SOCIETATEA DE STIINTE
MATEMATICE DIN ROMANIA

MINISTERUL EDUCATIEI

>
U\'\MA{ lap,

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Brasov, 11 aprilie 2023

CLASA a VII-a — solutii si bareme

Problema 1. Pentru n numar natural definim

an ={vn}— {Vn+1} +{Vn+2} - {V/n+3}.

a) Aratati ca a; > 0,2.

b) Aratati ca a, < 0 pentru o infinitate de valori ale lui n si a,, > 0 pentru o infinitate
de valori ale lui n. (Notatia {x} reprezinta partea fractionarda a numdarului real x.)

Solutie. a) a1 =0 — {2} +{V/3}+0=v3-1—-(vV2—-1)=v3-V2.......... 1p

Cum v/3 > 1,7 si v/2 < 1,5, rezulti cerinta. ... 1p

b) Observam cd, dacd m este numar natural si m? < a < b < (m + 1)?, atunci
[Va] = [Vb] =m si a < Vb, deci {Vay =va—m<vb—m={Vb}............. 1p

Astfel, dacad m > 2 este un numar natural sim? <n < n+1 <n+2 <n+3 < (m+1)?,
atunci {y/n} < {vn+1}si{vn+2} <{vn+3}, decia, <0...................... 2p

Apoi, dacd m > 2 este un numar natural sim? <n <n+1<n+2<n+3=(m+1)>

atunci {vn+ 1} < {vn+2}, {y/n} >0si {V/n+3} =0,decia, >0............... 2p

Problema 2. In paralelogramul ABC'D punctul O este intersectia diagonalelor sale,
iar M este mijlocul laturii AB. Fie P un punct al segmentului OC si @) intersectia
dreptelor M P si BC. Paralela prin O la M P intersecteaza dreapta C'D in punctul
N. Aratati ca punctele A, N si ) sunt coliniare daca si numai daca P este mijlocul
segmentului OC'.

Solutie. Fie R intersectia dreptelor QM si C'D.

Daca A, N, @ sunt coliniare, atunci, cu teorema fun-

damentala a asemanarii, % = % = i—g si, cum AB =
2-MB,reiese CN =2-CR...............cooiiiiin.. 2p
Din RP || ON deducem ca RP este linie mijlocie in
ANCON, deci P este mijlocul lui OC' .................. 2p
Reciproc, daca P este mijlocul lui OC, atunci RP este
linie mijlocie in ACON, deci CN =2-CR........... 1p A M B

Fie N’ intersectia dreptelor AQ si C'D. Atunci, ca mai sus, CN' =2-CR = CN, deci
N coincide cu N', adica A, N, Q sunt coliniare...............cccoiiiiiiiiiiiaian.. 2p



Problema 3. Se considera un triunghi ABC' care are < BAC = 90° si < ABC' = 60°.
Luam punctele D si E pe laturile AC, respectiv AB, astfel incat CD = 2 - DA si DE
este bisectoarea unghiului X{ADB. Notam cu M intersectia dreptelor CE si BD, iar cu
P intersectia dreptelor DE si AM. Aratati ca:

a) dreptele AM si BD sunt perpendiculare;

b)3-PB=2-CM.

Solutie. a) Fie AB = a. Atunci BC' = 2a (teorema unghiu- ¢
lui de 30°), AC = VBC? —AB? = aV3, AD = 23, BD =
VAB? + AD? = %‘1\/3 = 2AD. Rezulta, conform reciprocei teore-
mei unghiului de 30°, ca XABD = 30°, deci <ADB =60°..... 2p

Obtinem $ADE = 30° = 4ACB, deci DE || BC’ Astfel

ADME ~ ABMC si AADE ANACB, de unde PM — DE _ D

AD 1 DM DM D%B 1 B9

46 = 3. Deducem Fp = 4, de unde 53 = 75 = 3, deci P

ADMA ~ ADAB (L.U.L.), ceea ce implica YAMD = <BAD =

00 2p A E B
b) Fie DF || AM, F € CE. Atunci CJ\Z CD = %; avem de aratat ca CF = PB . 1p
Avem ¥ DAM = 90° — <ADB = 30° si <IADE = 30° deci DP = AP. Din ADPM

reicse PM = ;DP = AP, de unde % =3 = %7 ceea ce aratd ca PF | AC.

Deducem ca APFD este paralelogram, de unde DFF = AP = DP. Cum <CDF =
SDAM = 30° = <BDP si BD = 23—“\/5 = CD, obtinem ACDF = ABDP (L.U.L.),
deci CF = BP, c.c.b.d .o 2p

Problema 4. a) Aratati ca exista numerele irationale a, b, ¢ astfel incat numerele
a+b-c,b+a-csic+a-bsafie rationale.

b) Aratati ca, daca a, b, ¢ sunt numere reale astfel incat a + b+ ¢ = 1 si numerele
a+b-c,b+a-csic+a-bsunt rationale si nenule, atunci numerele a, b, ¢ sunt rationale.

Solutie. a) Daca ludm a = b = c astfel incat a s fie irational si a® + a sa fie rational,

cerinta este demonstrata. Aceasta se intampla daci, de exemplu, a = v/2 — % ........ 1p
b) Cum b+ ac si ¢ + ab sunt rationale, este rational si numarul b + ¢ + ac + ab =
(b+c)(1+a)=(1—a)(1+a)=1—a? deci a® este rational ........................ 2p
Analog, b? si ¢? sunt rationale. Cum (a + bc)? = a® + b*c? + 2abc este rational, rezulta
ca abc este rational. ... ... .. 2p
Asadar a(a + bc) = a® + abe este rational si, cum a + be este rational nenul, deducem
ca a este rational. Analog, bsi ¢ sunt rationale............. . ... .. 2p

Solutie alternativa la b). Fie b+ac = r, c+ab = ¢, cu r si ¢ numere rationale. Atunci
b+ ac—a(c+ab) = r —qa, sau b(1 — a2) =7 —qa; analog c(1—a?) = q—ra. Astfel, daci

a este rational si a # £1, atunci b = = = 4% sunt rationale................ .. 1p
Daca a = 1, atunci b+ ¢ = 0, dec1 ab +c = O — contradictie cu ipoteza, iar daca
a=—1,atuncib+c=2sib—c=p, decib=1+7%sic=1- 2 sunt rationale....... 1p

O concluzie similara functioneaza daca, in rationamentul precedent, inlocuim a cu b
sau cu c. Astfel, ramane de eliminat cazul cand a, b si ¢ sunt irationale.

Presupunem cé a, b si ¢ sunt irationale (). Cum b+ ac si ¢ + ab sunt rationale, este
rational si numarul b+c+ac+ab= (b+c)(1+a) = (1 —a)(1+a) =1—a?, deci a? este
rational, adicd a = £y/m,cum € Qu siv/m & Q... 2p

Analog, b = +v/n, ¢ = £,/p, cu n, p rationale si \/n, \/p irationale.



Din a+b = 1 —creiese a®+2ab+b* = 1 —2c+¢?, adica m+2/mn+n =1+2,/p+p.
Cum /p este irational, egalitatea precedenta este posibila doar daca /mn = /p (si cei doi
termeni cu radicali au acelasi semn), adica mn = p. La fel obtinem mp = n si np = m, de
unde mnp = m? = n? = p?, deci m = n = p, ceea ce duce lam =n = p = 1 — contradictie
cu (f). Asadar presupunerea (f) este falsa si rationamentul se incheie................ 2p



