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CLASA a IX-a — solutii

Problema 1. Fie triunghiul ABC.

a) Aratati ca bisectoarea interioara a unghiului A si bisectoarele exterioare ale unghiurilor
B si C se intersecteaza intr-un punct /4.

b) Notam cu M, N si P proiectiile punctului /4 pe dreptele AC, BC respectiv AB. Aratati
ca, daca I4M + 1 AP =1 AN , atunci triunghiul ABC' este echilateral.

Gazeta Matematica

Solutie. a) Daca I4 este punctul de intersectie al bisectoarelor exterioare ale unghiurilor B si
C, atunci 4 se afla in interiorul unghiului A si este egal departat de laturile AB si BC respectiv
de BC si AC. Prin tranzitivitate, I4 este egal departat de laturile AB si AC' ale unghiului A,
este interior unghiului A, deci se afla pe bisectoarea interioara a unghiului A.

........................................................................................ 2p

b) Din conditia I4 M + IAP = IAN deducem ca patrulaterul 74M N P este paralelogram. De
asemenea din punctul a) avem cad Iy4M = [y N = [4 P, deci I4M N P este romb iar triunghiurile
I4NP si IyMN sunt echilaterale.

Pe de alta parte, B este unghi exterior patrulaterului inscriptibil /4PBN deci 4B =
LPI4N = 60° si C este unghi exterior patrulaterului inscriptibil J4MCN deci £C' = LMIyN =
60°. Astfel, triunghiul ABC are toate unghiurile de 60°, deci este echilateral.

........................................................................................ 2p
Problema 2. a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
[z]? — z = —0,99.

b) Aritati ca, pentru orice a < —1, ecuatia [z]> — x = a nu are solutii reale.

Solutie.

a) Ecuatia se scrie echivalent [z]? — [z] = {} — 0,99, prin urmare {z} — 0,99 € Z.

........................................................................................ 1p

Cum 0 < {z} < 1 deducem ca —0,99 < {z} — 0,99 < 0,01 de unde {z} — 0,99 = 0 deci
() = 0,00 1p

De asemenea, din [z]? — [z] = 0 deducem c& [z] = 0 sau [z] = 1 deci = € {0,99; 1,99}.

........................................................................................ 1p

b) Ecuatia se scrie echivalent [x]? —[z] = {2} +a. Presupunem, prin absurd, ci exista a < —1
pentru care ecuatia are solutii reale. Atunci, cum {z} < 1, avem [z]? — [] = {z} + a < 0.



Problema 3. Daca z,y, z sunt numere pozitive cu  + y + 2z = 1, aratati ca

2)
Catoyr (l—y(l—2)

1 _
2+ 2+z

2 _ 2 _ 2 _
T —yz Y —zx oz :1:y<0‘

2 +z Y2 +y 24z =

2

- 1—y— 1—y)(1—
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b) Folosind a), inegalitatea se rescrie
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Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica deducem
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Varianta solutie b). Folosind a), inegalitatea se rescrie
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si inegalitatea este demonstrata.



Problema 4. Determinati functiile strict crescatoare f : N — N care au proprietatea:
numarul f(x) - f(y) divide numarul (14 2z) - f(y) + (1 + 2y) - f(x),

pentru orice numere naturale x si y.

Solutie. a) Pentru x =y = 0 deducem f2(0) | 2f(0), de unde f(0) € {0,1,2}. .......... 1p
Daca f(0) =0, pentruy = 0 avem 0 | f(x),Vx € N, deci f(z) = 0,Vz € N, ceea ce contrazice
faptul ca f este strict CresCatoare. ............c..oiiiiiii e 1p
Daca f(0) =1, pentru y = 0, avem f(x) | (2z + 1) + f(z),Vx € N, prin urmare f(x) | 2z +
LV € N e 1p

Presupunand ca f(k) = 2k + 1, pentru un k natural oarecare, avem f(k + 1) | 2k + 3, si cum
f(k+1)> f(k) =2k +1 obtinem f(k+ 1) =2k + 3, adica f(z) =2z +1,Vx € N.

........................................................................................ 1p
Daca f(0) = 2, pentru y = 0, avem 2f(z) | 2(2x + 1) + f(x),Vz € N, prin urmare
22z +1)+ f(x) 2x+1 1
= 4+ - €NV € No 1p
2f(x) flx) 2
- o 2k +3 1 )
Presupunéand ca f(k) = 4k + 2, pentru un k natural oarecare, avem m + 3 € N si cum
2k+3 1 2k+3 1 2k+3 1
k+1 k) = 4k + 2 obti — - < —— 4+ = <2 Astfel ——+-=1
f(k+1) > f(k) + O’memo<f(k:—|—1)+2<4k:+2+2_ Sef(k+1)+2 ;
prin urmare f(k+1) =4k +6, adica f(x) =4 +2,Ve e N. ... oo 1p
Ambele functii verifica proprietatea din enunt. ......... ... ... . oL 1p

Nota. Pentru omiterea cazului f(0) = 0 se scade un punct.



