Societatea de Stiinte Matematice

8 MINISTERUL EDUCATIEI . -
din Romania

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2023
CLASA a V-a — solutii si bareme

Problema 1. Aflati toate numerele naturale de forma abed, stiind ci numerele ab, cb si d
sunt prime, iar @2 + @2 + d? = 2022.
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. .. . — . — . —92 —9 .
Solutie. Fiind prime, numerele ab si cb sunt impare. Ca urmare, ab” 4 cb™ este numar par

si, cum 2022 este par, rezulta ca d este par. Dar d este numar prim, decid =2. ........... 2p
Relatia din enunt devine ab’ + o> = 2018. Deoarece 472 = 2209 > 2018, deducem ca
numerele ab si cb pot fi cel mult egale cu 43. ........ ... . 1p
Cei doi termeni din suma ab + b’ au aceeasi ultima cifra, aceasta fiind impara, iar ultima
cifra a sumei este 8. Obtinem ca b poate fi3sau 7. ......... ... ... ... .. ... il 1p
Pentru b = 7, numerele prime ab si cb pot lua doar valorile 17 sau 37. Cum 172 = 289, iar
372 = 1369, suma a7- + ¢7° nu poate fi egald el 2018, ... 1p

Pentru b = 3, numerele prime ab si ¢b pot lua valorile 13, 23 sau 43. Cum 13 = 169,
22 = 529 §432 = 1849, egalitatea %2 + @2 = 2018 are loc doar pentru ab = 13 si cb = 43 sau
ab = 43 si cb = 13. Asadar, problema are doua solutii: abcd = 1342 si abed = 4312. ........ 2p

Problema 2. Un magazin a vandut 235 de roboti in cele 12 luni ale unui an. In fiecare
luna au fost vanduti fie cate 16, fie cate 20, fie cate 25 de roboti. Determinati numarul de luni
in care au fost vanduti exact 20 de roboti.

Solutie. In fiecare dintre cele 12 luni ale anului s-au vandut cel putin cate 16 roboti. Dacs
in fiecare luna s-ar fi vandut exact cate 16 roboti, atunci numarul de roboti vanduti ar fi fost
0gal CU 12 16 = 102 oot e 2p

Diferenta de 235—192 = 43 de roboti provine din lunile in care s-au vandut cate 20 de roboti
(deci cate 4 in plus) si din lunile in care s-au vandut cate 25 de roboti (deci cate 9 in plus).

Notand cu @ numarul de luni in care s-au vandut cate 20 roboti si cu b numarul de luni in

care s-au vandut cate 25 de roboti, obtinem 4-a+9-0=43 . ...l 2p
Rezulta b <4 sibimpar,decib=1saub=3. ..... .. ... .. . i i, 1p
Daca b= 1, atunci 4-a =34, imposibil. ....... ... 1p
Daca b = 3, atunci a = 4, deci numarul de luni in care au fost vanduti cate 20 de roboti este
Al CU 4 . 1p

Solutie alternativa 1. Fie x,y, z numarul lunilor in care s-au vandut cate 16, 20 respectiv 25
de roboti. Atunci 16z + 20y + 25z = 235, adica x + 5(3z + 4y + 5z) = 235, de unde rezulta ca

x=5-[47 — (3z + 4y + 52)]. Ca urmare, x este divizibilcu b .......... ... .. ... .. 4p
Cum z < 12 (x este un numar de luni), obtinem z =5saux =10 ..................... 1p
Pentru z = 10, rezulta 16 - 10+ 20y + 25z = 235, de unde 4y + 5z = 15 sau 4(y + 2z) + z = 15.
Cum y + 2z =12 — z = 2, obtinem z = 7, imposibil, deoarece y + 2z =2 .................... 1p

Pentru x = 5, rezulta 16 - 5 + 20y + 25z = 235, de unde 4y + 5z = 31 sau 4(y + z) + z = 31.
Cum y+ 2z =12 — 2z =7, obtinem z = 3, de unde y = 7 — z = 4, deci numarul de luni in care
au fost vanduti cate 20 de roboti este egal cu 4 ......... ... . . 1p



Solutie alternativa 2. Fie x,y, z numarul lunilor in care s-au vandut cate 16, 20 respectiv 25
de roboti. Atunci 16x + 20y + 25z = 235, de unde rezulta z impar si 2 <9 ................ 2p
Daca z este unul dintre numerele 1, 5 sau 9, din relatia 16z + 20y = 235 — 252z obtinem ca
162 + 20y este egal cu 210, 110, respectiv 10, dar 16z + 20y este divizibil cu 4, iar 210, 110 si 10

nu sunt, deci nu se obtin solutii ........ ... ... 3p
Pentru z = 7, avem 162420y = 60 si x+y = 5, de unde obtinem 4x+5y = 15 si 4o +4y = 20,
contradictie .. ... ... 1p

Pentru z = 3, avem 16z + 20y = 160 si z + y = 9, de unde obtinem 4z + 5y = 40 si
4dx + 4y = 36, deci y = 4 (si * = 5). Asadar, numarul de luni in care au fost vanduti cate 20 de
roboti este egal cu 4 ... .. 1p

Problema 3. Se spune cd 13 numere naturale nenule formeaza un grup deosebit daca
numerele grupului sunt consecutive. Determinati:

a) cate grupuri deosebite au suma numerelor egala cu un patrat perfect de trei cifre;

b) numarul maxim de numere prime aflate intr-un grup deosebit.

Solutie. a) Notam cu a,a+1,a+2,...,a+ 12 cele 13 numere consecutive care formeaza un
grup deosebit. Atunci suma lor este 13a + 78 =13 - (a+6). ...t 1p

Cum cel mai mare patrat perfect de trei cifre este 961, iar numéarul 13 - (a + 6) este divizibil
cu 13, deducem ca valoarea lui 13 - (a 4 6) poate fi 169 sau 676, acestea fiind singurele patrate

perfecte de trei cifre divizibile cu 13. ... . . 1p
Obtinem ca a poate fi 7 sau 46. In concluzie exista doua grupuri deosebite avand proprietatea
<3 17 1p
b) Pentru a = 1, in grupul deosebit 1,2,3,...,13 se afla 6 numere prime, iar pentru a = 2,
in grupul deosebit 2,3,4,...,14 se afla tot 6 numere prime. ............. ..., 2p

Daca a > 3, printre cele 13 numere ale grupului deosebit se afla cel putin 6 numere pare
neprime. De asemenea, cum in grup se afla cel putin trei numere impare consecutive mai mari
decat 3, unul dintre ele este divizibil cu 3, deci nu este prim. Deducem ca in grup vor fi cel mult
6 numere prime. Astfel, numarul maxim de numere prime este 6. ............ ... .. ... ..... 2p

Problema 4. Se scriu pe tabla, unul dupa altul, toate numerele naturale de la 1 la 30000,
formand o secventa lunga de cifre:

123456789101112. . . 30000.

De cate ori apare 2023 in aceasta secventa?

Solutie. Secventa 2023 apare in scrierea numerelor 2023, 12023, 22023 si a numerelor 20230,
20231, 20232, ..., 20239, in total fiind 13 aparitii. ......... ... ... ... il 3p

In plus, 2023 mai poate aparea lipind sfarsitul unui numar de inceputul numarului urmator.
Avem cazurile:

e 202|3 apare o singura data: 3202[3203. .. .. ... 1p
e 20|23, va aparea de 11 ori: 2320|2321 si de la 23020|23021 la 23920]23921 ............ 2p

Cazul 2|023 este imposibil deoarece nu exista numar care sa inceapa cu 0, deci numarul total de
aparitii este 13 4+ 11+ 1 =25, ... o 1p



