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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 11.02.2022
CLASA a Xll-a
BAREM DE CORECTARE

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem .

a 00
Problema 1. Fie G=<AeM,(R)|A=|b a 0 |;.Pe G se defineste legea ,, * ” data prin
c b a

AxB=AB+aBA+B(A+B+1,),unde &, S € R, iar |, este matricea unitate.

a) Dacid o =1, f =0, atunci elementul neutru fati de legea dati este E = % l,.

b) Dacid a=-2, =0, f=2, atunci (G, *) este grup comutativ.

Solutie:
a) Pentru ¢ =1, =0, atunci AxB=AB+BA=2AB, deoarece AB=BA.........cco........ 1p
Se aratd cd E =% I, este eleMEeNt NBULIU ........cccooviiiiiiic e, 1p

b) Pentru a= -2, « =0, =2, atunci AxB=AB+2A+2B+2l, sise arata ca legea este

COMULALIVA ST ASOCIALIVA ...eouviiiiiiieii ittt e b s 1p
Fie E, € G astfel incat A*E; = E,* A= A. Atunci AE, +2A+2E,+2l, = A.Rezultd ca
(A4 205 By = — (A 215 et s 1p

Cum matricea A+ 2l, este inversabila, pentru ca det(A+ 21,)=(a+ 2)3 #0, atunci E, =1,
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Fie AcG sipresupunem ca exista A’ G astfel incat A+ A'=—1,, adica

(At 215) A= 2Bl = 2A eeeeeeeessssese e 1p

Finalizare si verificare A'= —( A+21, )71 (3| .t ZA) ..................................................................... 1p

Problema 2. Calculati:
\/§+\/§ In X

a)

2
g X +1

i_ )dx.

1 xe " =In(x)
Solutie:
B2 nx
a) Notam | = >
A X +1
1 Bz In= 1
Facem schimbarea de variabild t = = si obtinem | = j 1 L -(——Zjdt: ....................... Ip
X Gz 41 VL
t
\/§+«/§ Int
Y Ip
At +1
Adicd 21 =0, 0EUNTE 1 = 0ot Ip
¢ 1-In(x © 1+xl
I x=I¢dx= ................................................................ 1p
1 ) * xe " +xInx
e X _xe ¥ ex(Inx+e™)+1-xe™ ° © 1—xe*
:jX'”“}jxe PV GLaachl Ll VR PV S W
1 xe " +xInx 1 x(e +Inx) 1 1x(e +Inx)
:x|e+_|'—(e +n) dx=e—1+In(e™+In x)‘e =e-1+In(e*+1)+1=In(e"+1)..ccooornrnnn. 2p
! e +Inx 1



MINISTERUL EDUCATIEI

Problema 3. Se considerd grupul (G,-) cu proprietatea ca existd un element a al grupului astfel

incat ax’a =X , VXeG.
a) Aratati ca X® = axa, vxeG.

b) Demonstrati ca x*=¢, vxeG, unde e este elementul neutru al grupului.

¢) Demonstrati ca grupul (G,-) este abelian.
Solutie:
a) In relatia din enunt inlocuim X cu e, rezulti ca 2 =€,adicd 8= 8 ..o, Ip

aa=x=a'xatl=x si inmultind cu a si la stanga, si la dreapta rezultd relatia din enung

....................................................................................................................................................... 1p
b) x° =(x3)3 =(axa)’ = (axa)(axa)(aXa) = AXA = cceeessssssssssssssssssss e 1D
—aaxaa=a’xa’ =X.Deci X* =X, adic X =€ .oorrrt e 1p
c) Din punctul a) inlocuind X cu xy , rezulta ca

(xy)’ =axya= (xy) =axaaya = (xy) = xY° = (YX) = X2V oot Ip
In relatia anterioard inlocuim X cu X’ si y cu y?, obtinem (yzx2 )2 =x*y*.

In relatia anterioara inlocuim X cu y si y cu X, rezulti ca (xy)2 = yZXZ.

Deci, x‘y* =(y2x2)2 =(xy) = () XY = XYXY = XY? = VX e 1p

xPy? = x2xy® = x2y®x = xxy®x = xy°x* = y°x® = axaaya = ayaaxa => Xy = YX ......oeeniinnnnnnnn. Ip
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2022x .= .n
Problema 4. Calculati [im —dt, unde n,meN,
§:6 2021x
(GM 2022)
Solutie:
sint
Itljr(;] T = 1 ................................................................................................................................... 1p
. sint . <
Functia —~ este Strict descreSCt0are PE (0, 77) «reeererrererrrnerinimninisisisisrssis s 1p
Avem inegalitatea Sin 2022x < sint <1, pentru orice X €| 0,—— | si pentru orice
2022x t 2022
£€ (2021X, 2022X) wvvvvvveraaasirsssssaessssias s 1p
Sin 2022X N 2022x 2022x Sinn t 2022x

Obtinem (—] [ trmdt< [ Zomdte [T e 2p

2022)( 2021x 2021x 2021x

0, dacan>m
2022x L= n 2022x

: sin"t . 2022
Finalizare lim I —dt =lim J. t"Mdt=qIn——, dacam=n+1 ..o, 2p

:;60 2021x );:60 2021x 2021

oo, dacam>n+1



