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Clasaa Vlll-a
Barem de corectare si notare

. .. . ) 1
1. a) Fie numarul real pozitiv x cu proprietatea x + i = 2023. Demonstrati ca JX +—— este un

Jx

numar natural.

b) Demonstrati ca a+h € \/E_l,\/i , pentru orice numere reale pozitive a si b.
Ja’ +b? V2
Solutie:
2
a) Avem (\/; +%) = 2025 de unde obtinem .Ap
X
VX +-—==+2025=45  sauvx +-== —/2025 = —45 1p
Vx . ) Vx
Cum\/§+\/—E20=>\/§+\/—§=4SEN ..1p
b) %Sﬁ@ a+b<,/2(a2+b?) < (a+b) <2(a®+b?)e> 0<(a-b) , adevirat ..2p
a“+b

az%bz >l a+b>+a’ +b* & (a+b)® >a”* +b® < 2ab >0, ceea ce este adevdrat pentru ci

a“+b
a si b sunt pozitive .Ap

J2-1 1 a+b _J2-1
Cum ——=1-—«<1= > , de unde rezulta concluzia ca
VJ2 VJ2 Ja?+b? V2

a+b IS \/5_1,\/5 LAp
va® +b’ J2
2. a) Sase rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2{x} — [x] = ﬁ, unde {x} reprezinti partea

fractionard a lui X si [x] reprezintd partea intreagi a lui x .

b) Determinati numerele reale X > 0si y >0 stiind ca Sx+3y+l =2.
Ix+Jy +4/xy

Solutie:

a) x=k+t, unde am notat k = [x]e Z si t = {x}

Avem ca 2t—k:L de unde t:%e[o, 1) .Ap
2023 4046

t>0=k>0si t<l=k<1sicum keZ, rezulti k € {0,1} .Ap



1

Pentru k =0 rezultd cd t = si Xx=k+t=—-
4046
Pentru k =1 rezultaca t = 1012 si Xx=k+t _ 3035 Ap
2023
b) 3x+3y+1 =2 3X+3y+1= 2Jx + 2\/V + 2\/x_y . Inmultind cu 2 relatia anterioara obtinem
ey o
6X+6Y +2 = 4Vx + 4,y +4,/xy 1p
Grupand termenii avem (4X — 4x +1) + (4y — 4\/§ +1)+(2x— 4\/x_y +2y)=0<
o vx-1f + 24y 1] +2(x -y =0= 2x -1=0, 2/y -1=0, Vx—Jy =0 .2p
de unde rezultd x =y :% Ap

3. Consideram cubul ABCDA'B'C'D', punctul P pe diagonala BD" astfel incat BD'=3BP si centrul
O al fete1 BB'C'C.
a) Aratati ca punctele A, P si O sunt coliniare.

b) Daca AB = 6¢m, calculati distanta de la punctul C la planul (APB).

Solutie:

a) Fie {R}= AC'"BD'=BR mediani in A ABC' ..1p
BD'=3BP = BR = g BP = BP = % BR = P este centrul de greutate al A ABC' LAp
O centrul fetei BB'C'C = AO mediana in AABC' =P e AO= A, P si O sunt coliniare Ap
b) A P, O coliniare = (APB)=(AOB)=(ABC") 2Ap
BCC'B' patrat = B'C L BC'= CO L BC' 2Ap
AB 1 (BCC'), COc(BCC')= AB L CO sicum BC'"AB = {B}, rezulta ca CO L (ABC')

si deci ca distanta de la C la planul (ABC') este CO 2Ap
CO=%=¥:3ﬁcm LAp

4. a) Demonstrati ca, pentru orice numar natural nenul n, exista cel putin un patrat perfect care are n
cifre si suma cifrelor 9. (De exemplu, 144 este patrat perfect, are 3 cifre si suma cifrelor 9.)
b) Determinati numerele naturale S cu proprietatea ca, oricare ar fi N numar natural nenul, exista
cel putin un patrat perfect cu n cifre si suma cifrelor S.
c¢) Demonstrati cd, pentru orice numar natural nenul n, exista cel putin un patrat perfect impar care
are n cifre si suma cifrelor 9.
prof. Andrei Eckstein

Solutie:
a) Pentrunimpar,n =2k + 1, putem lua 900 ...0 = 9- 102 = (3-10%)2. ....ccoviieeiierene 1p
Pentru n par, n = 2k + 2, putem lua 8100 ...0 = 81 - 102 = (9-10%)2. .......ccecevrerereenane, 1p

b) Pentru n =1 obtinem ca trebuie sd existe un patrat perfect cu o singura cifra avand suma
cifrelor s. Deducem ca s € {0,1,4,9. .cviiiiiiiiicece e 1p



Cercetand lista patratelor perfecte cu n = 2 cifre, nu gasim pétrate perfecte cu suma cifrelor 0,
1 sau 4. In schimb, pentru s = 9 am vazut deja la a) ca exista patrat perfect cu n cifre si suma
cifrelor s. Asadar, singurul numar nu proprietatea din enunt este S = 9. .......cccceriririnennnn 1p

Pentrun=1,n=2,n=3,n=4putem lua9 = 3%, 81 = 92, 441 = 212, respectiv 2601 =

3 OO 1p
Pentru n > 3, impar, putem lua 400 ... 0400 ...01 = (200...01)? = (2- 10* + 1)2.
Intr-adevar, (2-10% + 1)2 = 4-10%% + 4- 10X + T are 2k + 1 Cifre. ..ocovvvevvverrceerrenane, 1p

Pentru n > 4, par, putem lua 2500 ...0100 ...01 = (500 ...01)? = (5- 10% + 1)2.
Intr-adevar, (5-10% + 1)2 = 25-10%% + 10 - 10% + 1 are 2k + 2 Cifre. ....cocceevveerecrerrnnnee, 1p



