Inspectoratul Scolar Judetean Timis Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Locala, judetul Timis
15.02.2023

Clasaa Vll-a
Barem de corectare si notare

1.
a) Aflati al 2023-lea termen al sirului de mai jos:
1:3:3;3;5:5:5:5:5;7:7:7:7:7;7:7:9:9:9:9:9:9:9:9:9:...

b) Sa se afle numerele rationale p si q care verifica urmatoarea egalitate :
1
p'vV6+2V5+q|1—+5] :m

Solutie:
1
a) Numarul total de termeni dintr o secventa de forma 1;3;3;3;5;5;5;5;5;.....;(2k-1);(2k-1);...;(2k-1),
unde numarul natural impar 2k-1 se repeta de 2k-1 ori (k numar natural nenul) este egal cu:

LH3H54T4.F(2K-1)ZK2. oot 2p
Cum 2- 44 -1=87s5i2-45 — 1=89, al 2023-leatermen este 89. ........ccccvvriiiiiiiiniie e, 1p
1
b)vV6 +2v5 =v/5+1;|1—+5 =v/5-1; E =5+ 2
inlocuirea lor in egalitatea datda p- (\/ﬁ + 1) +q- (\/E - 1) =V5 42 e, 2p
prelucrarea egalitatii pana la cea echivalenti cu ea, (p+0-1)-v/5 = —p + q + 2, unde numerele
p+q-1 si —p+g+2 sunt rationale, iar V/5 este NUMAT iratioNAl..........co.co.vveveveerveieeeeeerieeeeeeeens 1p
Rezulta ca p+g-1=0 si apoi ca —p+q+2=0. Deduce
q=— % ,apoip= % , ambele rationale ..........ccoveiiiiiiie i 1p

2. a). Aritati ca nu exista numere rationale de forma +/ b0b0b0b0b, unde numarul de sub radical
este un numar natural scris in baza 10, iar b este o cifra nenula.

b)Aratati ca existd o infinitate de numere rationale de forma v2™ + 2™ + 2P, unde m, nsi p sunt
numere naturale.

Solutie: a). Daca b € {2; 3; 7; 8} atunci numarul de sub radical nu este patrat perfect, deci numarul

vV b0b0ObOb0b nu este rationNal...........ccereriiiiiiiiiiiece e 1p

Daca b = 5 atunci numarul bOb0b0b0b este divizibil cu 5, dar nu este divizibil cu 25,

b0b0b0ObOb nu este patrat perfect, deci v bOb0b0b0OD nu este rational.
Daca b = 6 atunci numarul b0b0b0b0b este divizibil cu 2, dar nu si cu 4,

b0b0b0bOb nu este patrat perfect, deci v/ b0Ob0b0b0Ob nu este rational..............cocveneneen. 1p
Daca b € {1; 4; 9} atunci folosind scrierea b0bOb0b0b = b - 101010101, faptul ca 1, 4



sl 9 sunt patrate perfecte, dar si ca numarul 101010101 nu este patrat perfect rezulta ca

v b0b0b0b0b nu este numar ragional. ... 1p

Verifica faptul ca numarul 101010101 nu este patrat perfect. .........cccevevvvevivereiieieennn, 1p

b). Gasirea a trei puteri ale lui 2 care au suma egala cu un patrat perfect, de exemplu
20 +234+2%=25=5%sau 2° +22+22=9=3%_................... Ip
Ideca transformarii sumei de sub radical in produs in vederea scrierii ca un patrat perfect
a numarului de sub radical sau a scoaterii factorilor de sub radical, de exemplu,

2M42M +2P=2M - (20427 £ 2P N cazuUl M S M, M S P e 1p
Scrierea unei familii infinite de solutii, de exemplu m = 2c, n = 2c+3 si p = 2c+4, unde ¢
este un numar natural arbitrar. ... Ip

3. Doua cercuri secante, cu centrele in punctele 0, si 0,, au lungimile 6 cm, respectiv
12 cm. Distanta dintre centrele lor este egala cu 4 cm. Punctele comune ale celor
doua cercuri sunt A si B. Se noteaza cu [MN] si [PQ] diametrele paralele cu dreapta
AB ale cercului mic, respectiv cercului mare, astfel incat punctele M si Q sa fie de
aceeasi parte a dreptei 040,.
a) Calculati perimetrul patrulaterului MNPQ.
b) Calculati aria patrulaterului cu varfurile in punctele A, B, P si Q.
prof. Gabriela Buse

Solutie: a) Aflarea razelor (3 cm, 6 cm) si justificarea faptului ca patrulaterul MNPQ este trapez
(ISOSCEI) ettt et e et e st e et e e te e e be et e e aeesaeeneenraenneeneeeneenres 1p

0,0, este perpendiculara pe dreapta AB, deci [0, 0,] este inaltime a trapezului MNPQ
Calcularea lungimii laturilor neparalele ale trapezului MNPQ, de cate 5 cm fiecare si
finalizarea calculului: perimetrul trapezului MNPQ este 28 CM........cccccevvevieie i 2p
b) Patrulaterul cu varfurile A, B, P si Q este trapez si indltimea sa, de exemplu O,R,
este egala cu distanta dintre 0, si mijlocul R al segmentului AB
Daca se noteaza cu x distanta 0, R atunci putem folosi teorema lui Pitagora in

triunghiurile dreptunghice O, RB si O,RB; se obtin doua ecuatii cu necunoscuta X ......... 1p
Aflarea numarului x = % , deci distanta O; R = % CM Sau 1,375 CM ...oovviieeee e 1p
Calcularea inaltimii trapezului % cm+4cm= ‘;—3 cm sau 5,375 cm

Calcularea lungimii bazei mici AB=2RB = 2- @ cm :g CM s 1p
Calcularea ariei trapezului g (48 + VA55 ) CM2 .o 1p

4. Fie ABCD un patrulater convex, astfel incat A < 60°, O punctul de intersectie a diagonalelor,
OB = OD 51 3-OC = OA. Aratati ca patrulaterul ABCD are cel mult un unghi drept.

Solutie: Fie P € (0A) cu proprietatea OP = OC. Cum OB = OD, rezulta ca patrulaterul BCDP este
[OF: L= (=3 [0 To = ¢ PSPPSR 2p
Folosim metoda reducerii la absurd.

Daca «BCD ar fi 90° atunci paralelogramul BCDP ar fi dreptunghi. Cum unghiurile ADC si ABC sunt
mai mari decat unghiurile PDC, respectiv PBC, rezulta ca <ABC este obtuz si <ADC este tot obtuz.
Cum unghiul A este ascutit, inseamna ca patrulaterul ABCD are, in acest caz, un singur unghi
0] £<] o1 R PRSP P TP 2p



Daca unghiurile ADC si ABC ar fi drepte atunci triunghiurile ABC si ADC ar fi dreptunghice. Cum

[BP] si [DP] sunt mediane corespunzatoare ipotenuzei vom avea BP = DP = % .

Mai avem ca CD = BP si PD = BC, dar si ca PC = AZ—C. Atunci triunghiurile BCP si CPD ar fi
echilaterale, deci unghiul BCD ar avea 120°.

Atunci  suma unghiurilor  patrulaterului ABCD ar fi mai mica decat 360°,
(070) 113 4 B (o1 3 1< PSPPSR 3p



