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1. (7p) Demonstrati ci ecuatia X° + px+q =0 nu are solutii rationale daci p si g sunt numere intregi

impare.
Gazeta Matematica
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Solutie: Prin reducere la absurd, presupunem ca ecuatia admite o solutie rationala x=—, unde
n

2
meZ’, neN si (m,n)=1. Atunci (mj +p-m+q=0,deci m’+pmn+qgn’=0,  (1).
n n

Scriind relatia (1) sub forma m? =—n(pm+gqn), deducem ca n|m*si cum (m,n)=1, rezultd n=1.
Relatia (1) devine m(m+p)=—q si cum q este impar rezultd cd m si m+ p sunt impare, adicd p

este numar par, absurd!

Barem.
Foloseste metoda reducerii la absurd si obtine relatia (1) 2p
Obtine n=1 2p
Obtine contradictia 3p

2. (7p) Dacd numerele reale a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC si verifica egalitatea
a’+b*+c®=ab(a+b)-bc(b+c)+ca(c+a), demomnstrati ca triunghiul ABC este dreptunghic.
Niculina Mihaela Moisuc, Radauti

Solutie: Egalitatea din ipotezi se scrie a° +(b+c)(b2 —bC+C2)+bC(b+C)—a2b—ab2 —ac’-a’c=0
sau (b+c)(b®+c?)—a(b®+c?)—a’(b+c—a)=0. Deducem ci (b+c—-a)(b*+c*~a’*)=0, (1).
Cum b+c>a, rezultdi b+c-a=0, iar din relatia (1) obtinem b’+c*-a*=0, adicd

b® +¢* =a*. Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, rezulti ci triunghiul ABC este dreptunghic.

Barem.
Obtine relatia (1) 4p
Finalizare 3p




3. Fie (a,) , si (b,) , doud siruri de numere reale definite prin a, =2, a ,, =2,/a’-3n+4 si
b, = [an], pentru orice ne N". ( [a] reprezintd partea intreaga a numarului real o ) .

a) (2p) Aritati ca 2" >4n—5, pentru orice ne N.
b) (5p) Aratatica b, +b, + ... +b,, = 2046.

Octavian Rezus, Vatra Dornei
Solutie.

a) Vom demonstra inegalitatea ceruta prin metoda inductiei matematice. Consideram predicatul
P(n): 2" >4n-5, neN. Propozitiile P(O): 2'>-5, P(l): 22> -1, P(2): 2° >3 si P(3): 2 >7
sunt evident adevdrate. Presupunem ca propozitia P(k) este adevaratd si demonstrdm cd propozitia

P(k+1) este adevaratd, unde keN, k>3. Din P(k) avem 2" >4k-5. Inmultind cu 2 rezulta

2:2">2(4k-5), adicd 2*?>8k-10, (1). Vom demonstra cd, pentru orice k>3 avem
8k—10>4k -1, (2). Intr-adevar, (2) < 4k>9 < k> % evident adeviratd pentru orice k >3. Din

(1) si (2) rezultd 2** > 4k —1, adicd P(k+1) este adevarata. In concluzie, P(n) este adevarata pentru
orice neN.

b) Avem a, =25, a, =6+/2 . Prin inductie probam imediat ci a, >0 pentru orice neN".
Apoi, prin ridicare la patrat, relatia de recurenta devine an2+1 =4a ?-12n+16, egalitate ce poate fi scrisd
sub forma a,.,—4n=4(a’-4(n-1)), adica x,, =4x,, unde x, =a,’>—4(n-1), pentru orice ne N".
Altfel spus, sirul (x, ) , este o progresie geometrica cu ratia 4. Cum X, =4, deducem ca x, =4", pentru
orice ne N". Cum a,®>=x,+4(n-1) si a, 20, rezulta a, =v/4" +4n—4, pentru orice ne N".

Folosind punctul a), avem ci pentru orice neN au loc inegalititile:
(2") =4"<4" +4n-4=4"1+4n-5+1<4"+2""+1=(2"+1)", de unde remld 2'<a, <2"+L.
Atunci b, = [an] =2", pentru orice ne N, adici sirul (bn)nZl este progresie geometrica cu ratia 2.

10 _
Tn concluzie, avem b +b, + ... +b,, = 2- 22 11 =2(1024-1) = 2046.

Barem.

a) Demonstreaza ca P(O), P(l), P(Z) si P(S) sunt adevarate 1p
Demonstreaza P (k)= P(k+1), pentru orice ke N, k>3 1p

b) Demonstreazi ca a, =+/4" +4n—4, pentru orice ne N” 2p
Demonstreaza ca b, =[a,]=2", pentru orice ne N’ 2p
Finalizare 1p




4. (7p) Fie O intersectiea diagonalelor patrulaterului convex ABCD, M un punct de pe latura (AB) si
N un punct de pe latura (CD). Sa se arate ca punctele O,M si N sunt coliniare daca si numai daca
AM -DN-OB-OC=BM -CN-OA-OD.

*k*k

Solutie. Daca notam AM =a DN =b OB—c OC—d atunci:
] BM 'CN oD ' OA ' '
OM =L OA+-2 OB A
a+1 a+l
— S S D
oN=—L op+ 2 oc M
b+1 b+1
1 © N
OD=--0B, OC =—-dOA
C
B ¢
oN--" 041 0B
b+1 c(b+1)
1 a
Punctele O,M si N sunt coliniare < OM || ON < agdl = a+11 PN %=ac < abcd =1 <
b+l _c(b+l)
< AM-DN-OB-OC=BM-CN-OA-OD.
Barem.
v l — a —
Demonstreazd cd OM = OA+ OB 2p
a+1 a+1
T~ bd — 1 —
Demonstreazd cd ON =—-——0A-————+-0B 2p
b+1 c(b+1)
Finalizare 3p




BM OA OB DN

A doua solutie: Observim ca AM -DN-OB-OC =BM -CN-OA-OD < . = . , ( )
AM OC OD CN

I. Sa presupunem ca O,M si N sunt coliniare.

Daca MN ||BC, atunci din teorema lui Thales obtinem BM :OC si DN :OD , deci

AM OA ~ CN OB

BM OA OB DN
AM OC OD CN

Daci MN |{BC, fie {P}=MNNBC. Aplicam
teorema lui Menelaus Tn triunghiurile ABC si DBC cu

transversala PM si obtinem:
PC BM OA _1 PC OB DN

s
PB AM OC " PB OD CN

Comparand aceste doua relatii deducem ca are
loc si relatia (1).

Il. Sa presupunem ca are loc relatia (1) :

Daca ON | BC, atunci din teorema lui Thales obtinem %=g—g st din (1) rezultd ca
BM OC
M - OA’ Aplicand reciproca teoremei lui Thales n triunghiul ABC, obtinem OM || BC.

Cum ON || BC si OM ||BC deducem ca punctele O,M si N sunt coliniare.

Daci ONJ(BC, fie {P}=ONNBC. Aplicim teorema Iui Menelaus in triunghiul DBC cu

transversala P—N —O si obtinem E%%—l Folosind relatia (1) rezultd — — ——

PB OD CN
Conform reciprocei teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele P,O,M sunt coliniare. Deoarece

N € OP deducem ca punctele O,M si N sunt coliniare.

Barem.

Scrie cerinta sub forma (1) 1p
Demonstreaza implicatia directa (1.) 3p
Demonstreaza implicatia reciproca (I1.) 3p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



