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OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 17 FEBRUARIE 2023

Clasaa V-a

Solutii si bareme de corectare

Problema 1. a) Se considera numerele naturale a si b, unde:
a=9°:27%:3° (20)° 149 45, b=(20-2°-22-21-2°) (3 -3 -3 -3).
Stabiliti daca 4a+15b+69 este cub perfect.

b) Ordonati descrescitor numerele: 8% ,127% ,254%
prof- luliana Trascd, Scornicesti
Solutie si barem de corectare:

2) @=37:37:3% 2% 2% 1558216 i 1p
b=(16—8—4—2-1)-(27=9=3-1) =D =14 ...rrierecesrmreorsmesersoessoessoessoessoesoe 1p
s TV L Ty SRR 1p
b) 82 =(22) =(28)" =(28)" =256 > 254% , deci 87 > 254% ..oovorrrrsrrrrnnn 1p
WL I A 7 e Iy e 7 eSO R RSP 1p
Deci, pentru a compara 254% cu 127%, este suficient sa comparam 2* cu 127%2,

2% =(27)" =128 >127, deci 254% >127% ...ococovvcsnmsnsrsisisssssosstssososssnsn 1p
Ordinea descrescatoare este: 8724, 254%, 127% . oottt 1p

Problema 2. Determinati numerele naturale abcde, cu a, b, ¢, d si e cifre nenule care verifica egalitatea:
abcd +bed +cd +d =10°.

Gazeta Matematica nr. 10/2022
Solutie si barem de corectare:

Cum 1111+111+11+1<abcd +bed +cd +d <9999 + 999 + 99 + 9 , rezulti ci

1234 <10° 11106, HECT € =4 ..ottt 2p
Obtinem abcd +bed +cd +d =10 000, de unde 1000a + 200b +30¢ + 4d =10 000 ................ 1p
Ultima cifra a produsului 4d trebuie sa fie 0, deci d =5(pentruca d #0) .cocovcvrvvvrvieieeennnn 1p
Obtinem 1000a + 200b + 30c + 20 =10 000, de unde 100a + 20b +3c =988.

Deducem ca ultima cifra a produsului 3c este 8, deCi C=6 .......ccocererirviriiiniinin e 1p

Atunci 100a + 20b +18 =988 , de unde reiese ca 10a + 2b =98, deci ultima cifra a lui 2b este 8.
Ca urmare, fie avem b =4, pentru care obtinem a=9, fie b=9, pentru care gasim a=8.

Problema are doua solutii: abcde =94 654 si abcde =89 654 ........ccccevvviiiiiriiincnece 2p
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Problema 3. Peste 5 ani, suma varstelor lui Ion, Victor, Matei si George va fi de 92 de ani. Aflati cati ani are
fiecare, daca Matei este mai mare decat George cu 3 ani, lon este mai mare decat Victor cu 3 ani, iar
George mai mic decat lon cu 30 de ani.
prof. luliana Trasca, Scornicesti
Barem:
Notam cu | varsta Iui Ion, cu V varsta lui Victor, cu M varsta lui Matei si cu G varsta lui George.
Peste 5 ani, suma varstelor celor patru vafi (I +5)+(V +5)+(M +5)+ (G +5)=92.

In prezent suma varstelor lor este: 92 —4-5=T2 AN ............eeevueeeiee e 1p
G
3
ME———= 27 7
It : 4
B0 1p
72—(3+3)=66
2V 4 2G =686 <V 4+ G =33 ittt 1p
VG = 2T i 1p
Gh——
27 33
Vi
B3 27 = 6(2G) et 1p
6:2 =23 ani (are George), 3+ 3 =06 ani (are Matei), 3+ 27 =30 ani (are Victor),
B0+3=33 AN (A8 10N) .. .uieitii i 2p

Problema 4. Se considerd numarul natural x = 2%%"2.52027¢ _7 ynde n este un numar natural.

Suma cifrelor lui x da catul 360 si restul 78 la impartirea cu 101. Aflati ultima cifra a lui n
prof- luliana Trasca, Scornicesti

2023

Solutie si barem de corectare:

Suma cifrelor 1ui X este 360-101+ 78 =36 438 ........ccccveeriirriiieeie et sre et sre ettt 1p

N Ry e oSSR 1p

X =625000...0 =7 =624999...03 .. oo ————————————————————— 2p
M —
2023n+2 2023n+1

Suma cifrelor numarului X este 6+2+4+9- (2023n +1)+3=24+18207N ...coovvvivrirririnne, 1p

24 118207 N = 30438 =0 N1 = 2 ooooeeteiee ettt e e et e e et e et et aaraaara—, 1p

Restul impartirii lui 2023 la 4 este 3, deci U(27°) =U(2°) =8 ovovvevrvrereerereeeee e, 1p
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Clasaa Vl-a

Solutii si bareme de corectare

Problema 1. Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente complementare, iar masurile lor sunt direct proportionale cu
numerele 2 si 3.
a) Aflati masurile unghiurilor AOB si BOC.
b) Determinati masura unghiului format de bisectoarea unghiului AOB cu semidreapta opusa
bisectoarei unghiului BOC.

prof. Manuela Stroie, Bals
Solutie si barem de corectare:
<AOB «BOC <«AOB+<«BOC 90°

a) = =180 2p
2 3 2+3 5

FLAOB =36°, ABOC =54 .ot 2p

b) Fie (OD bisectoarea unghiului AOB, (OE bisectoarea unghiului BOC si (OF semidreapta

opusa lui (OE.

<DOE =«DOB +«BOE = %{AOB + %{BOC = %({AOB +<BOC)= % -90°=45° ........... 2p

LDOF = <EOF —<xXDOE =180°—45°%=135° ....iii i iiiriiie ittt st e sraee e srreea e 1p

Problema 2. Aflati valorile numarului natural impar n, stiind ¢ multimea A= {1, 2,3,..., n} contine exact 674 de
numere pare nedivizibile cu 3.
Gazeta Matematica nr.9/2022
Solutie si barem de corectare:
Numerele pare nedivizibile cu 3 sunt de forma 6k +2 si 6k+4,unde KeN ..o 2p
In ordine crescatoare, al doilea astfel de numar este 6-0+ 4, al patrulea este 6-1+4, al saselea
este 6-2+4 s.a.m.d. —in general, al 2n — lea numar este 6-(n—1)+4)

Al 674-lea numar par nedivizibil cu 3 este 6-336+4 =2020 .......cccccerrrirriiniiriinineee e 2p
iar al 675-182 €Ste 6-337 + 2 =2024 ....ceccveieiteeie ettt 1p
Rezultd cd, dacd multimea A={1,2,3,...,n} contine exact 674 de numere pare nedivizibile cu 3,
atunci 2020 <n <2024, adica n e {2020,2021,2022, 2023} ...................................................... 1p
Dar n este impar, deci N=2021 5aU N=2023 ........ccccciiiiierriiieiie et se e sre e nne s 1p
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Problema 3. Diferenta dintre cel mai mic multiplu comun si cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a
si b este egala cu 77. Aflatia si b stiind ca a+b=49.
prof. Gabriela Ionica, Slatina

Solutie si barem de corectare:

Fie d =(a,b). Atunci a=d-m, b=d-n,unde mneN, (MN)=1 ..omiminriinrinrinnnns 1p
Din (a,b)-[a,b] =a-b rezultd [a,b]=dmn ..o 1p
Relatiaa+b =49 devine dm+dn=49, deunde d(m+n)=49,deci d |49 .....ccceovrrrirerrrnn. 1p
Din [a,b]—(a,b)=77 obtinem dmn—d =77, de unde d(mn—-1)=77, deci d |77 ................ 1p
Asadar d |49 si d |77, deunde rezultd cd d € {17} oo 1p
Daca d =1, atunci m+n=49 si mn=78si nu s¢ Obtin SOIULIT ....evvrverreeriiriiriiiieieieeeee 1p
Daca d =7, atunci m+n=7 si mn=12, de unde obtinem a=21, b=28 .........ccceevrvrrrnn. 1p

Problema 4. Fie n un numar natural nenul. Calculati suma:
S=(n,3n+2)+(n+13n+5)+(n+2,3n+8)+...+(n+674,3n+2024),

unde notatia (a,b) reprezinta cel mai mare divizor comun al numerelor a si b.

prof. Gabriela Ionica, Slatina
Solutie si barem de corectare:

Suma are 675 de termeni, de forma(k,3k +2), unde ke {n,n+1L,n+2,...,n+674} ................. 1p
Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor k si 3k + 2.
Din d|ksi d|(3k+2) rezultdca d|(3k+2-3k),adica d |2, deci d {12} ....cccocovvinrrnns 1p
Mai precis, (k,3k +2) =1 pentru k impar, respectiv (k,3k +2) =2 pentruk par ...........ccecueunene 1p
Daca n este impar, cei 675 de termeni ai sumei Ssunt 1,2, 1, 2, ..., 1, 2, 1, iar suma cautata este
S=(1+2)+(1+2)+...4+(1+2) +1=337-3+1=1012 ...ccccooomrrrriirrrmmmrmmrrrirrrrrsrrrrrrieennns 2p
Daca n este par, cei 675 de termeni ai sumei Ssunt 2, 1,2, 1, ..., 2, 1, 2, iar suma cédutata este
S=(2+1)+(2+1)+...4(2+1) +2=337-3+2=1013 ..ccccoooorriiirmmrmrrrrrrcirrrsrrrrrriiinns 2p
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Clasa a Vll-a

Problema 1. a) Demonstrati ca numarul x=,[2023- 1—1 . 1—1 . 1—l 1—L este rational.
2 3 4 2023

2
b) Aflati media geometrica a numerelor a=+/13+ 43 sib=, [(1— 243 ) :

¢) Demonstrati ci numirul v/2%°*° +3 este irational.

Solutie si barem de corectare:

a) x=2023-1-g-§-...-@ .................................................................................................. 1p
2 3477 2023
1 .
x_2023-ﬁ_1,|ar&_1e<@ ........................................................................................... 1p
D) @ = 23 4 Lottt 1p
b= 1= 2V3| = 213 = 1 oo 1p
my ZVAD = VIT o 1p
C) 22023 3 =22.22021 4 3= 4.22021 L 3 e 1p
22023 4+ 3 are forma 4k+3, deci nu este pitrat perfect = V22023 + 3 € Q ..oooovvevrcrecicrnne, 1p

Problema 2. Fie triunghiul ABC dreptunghic in B, iar <«ACB=30°. Luam punctele F e (BC), H e(AC),
Le(AH),cu BF=FC, AH =HC, AL=LH . Fie punctul E pe latura BC astfel incat <xtEHC =30°.

Aratati ca HE || FL.
Supliment Gazeta Matematica nr.12/2022

Solutie si barem de corectare:
IABC = 30° = «BAC = 60°

AB = AZ—C = AH = AABH isoscel, de unde AABH echilateral ...........ccovveoeooeiieeeee e 2p
BL mediand = BL iniltime = XBLH = 900 .......cccccccoviiiiieeeceeeee e 1p
BH = “‘Z—C = HC = ABHC isoscel
HF mediand = HF indltime = KBFH = 90° Si KHBF = 300 ...cccccooiiiviiiiireeeeeeis 1p
BFHL inscriptibil = «FBH = «LFH = 30°
IEHF = 600 — 300 = 300 ..ot 1p
Avem <LFH = <FHE alterne interne cu HF secantd = LF || HE ......cccccoooovviviiieneneieeeeains 2p
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Problema 3. Se considera sirul de numere reale: a, =~/13, a, =~/57 , a, =+/911, a, =+/1315, ..., in care termenii

aflati sub radical se obtin alipind cate doud numere consecutive din sirul numerelor naturale impare,
in ordine crescatoare.
a) Aflati al 25-lea termen al sirului.

b) Calculati suma S=a’+a; +...+as.
. .. .. . .l a . P
c¢) Determinati termenii a, din sirul dat care au proprietatea ca [ﬁ} =6 (unde notatia [x] semnifica

partea intreagd a numarului real X).

prof. Nicolae Tomescu, Corabia
Solutie si barem de corectare:
a) Dintre cele doua numere care se alipesc pentru formarea termenului a, (de exemplu 1,5, 9, 13

etc.) primul numdr are forma 4k —3, unde k €{1,2,3,...} ..o 1p
Al 25-lea numir de aceastd forma se obtine pentru k = 25 si este 97, deci a,, =/9799 ............ 1p
b) S=13+ 57+911+(1315+1719+...+9799)

=981+(13-100+15)+(17-100+19) +...+(97-100+99)

=981+100-(13+17+21+...4+97) + (15+19+23+...499) oo 1p
deunde S=981 + 100 1210 + 1254 = 123 235 ....cuocciiiiciiie ettt 2p
c) Fie a, = JX , unde X este obtinut prin alipirea a doud numere impare consecutive, primul
fiind de forma M, +1. Din 6 < f—(”) <7 rezultd 60 <+/x <70, deci 3600 < X <4900 .............. 1p
Termenii cautati sunt a,, =+/3739, a,; =+4143 si @, =V4547 ...cccoiiiiiiiii, 1p

Problema 4. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A, cu «B =30°. Fie (CD bisectoarea unghiului ACB, D € (AB),
AE L CD, E€(CD) si F punctul de intersectie al dreptelor AE si BC. Notam cu C' simetricul
punctului C fatd de dreapta AF. Aratati ca:

a) punctul D este centrul cercului circumscris triunghiului AFC";
b) patrulaterul AFBC' este romb;
c) BD=4DE.
prof. Manuela Stroie, Bals
Solutie si barem de corectare:
a) Avem <«B =30°, deci <«C =60°.
CE 1iniltime si bisectoare = AACF isoscel cu «C = 60° = AACF echilateral........................... 1p
CE inaltime (sau bisectoare) = CE mediana = AE=EF. Cum CE = C'E = ACFC' paralelogram
cu CC'LAF = ACFC'romb= AC || FC’, de unde FC’' L AB = AM si C'E indltimi in AAC'F

echilateral = D ortocentru AAC'F = D centrul cercului circumscris AAFC' .........cccccevvivenenne. 2p

b) A AC'F echilateral si AM inaltime = FM = MC' ... 1p

FM linie mijlocie in AABC = M mijlocul lui AB.

Din AM=MB si FM=MC'" = AFBC' paralelogram cu ABLFC' = AFBC' romb ...........cccccervnene 1p

¢) XACD =30° = AD = =2

ABDC i505Cel SCD=BD= AD =2 ....ococooososmsmsomssmssessssssssssssssssssssososososono 1p

SDAE =30° = DE =2 =225 BD = ADE ..oooocormisessosmsosotesosesososesosose 1p
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Clasaa Vlll-a

= PR s~ - 2 2 -
Problemal. a) Ardtati cd existd un numdr natural a pentru care (n+2)”<n’+5n+3<(n+3)", pentru orice
numdr natural n, n>a.

b) Determinati numerele naturale n pentru care ~/n” +5n+3 este numir rational..

Solutie si barem de corectare:
a) (n+3)2=n2+6n+9>n2+5n+3,pentruorice NEN (i 1p

(N2)" SN2 4BN43 2 N2L e 1p

Asadar (n+ 2)2 <n*+5n+3<(n+ 3)2 , pentru orice n>1, deci a=1 sau orice numdr natural

mai mare ca 1 (in particular, cea mai mica valoare posibild este @ =1) .....c..ccecervvrerereiniirnnnn. 1p
D) N=0 NU ESLE SOIULIC ..oviiviiiiiiiieiiii et 1p
N+2<+n*+5n+3<n+3,pentruorice NneN" = N+2=1N*+5N+3 .cocoviereierricrernnnnn, 2p
AT PR PR UPROTRO 1p

Problema 2. O foaie dreptunghiulara de hartie ABCD, cu AB=4 cm si <«DCA=230°, se indoaie dupa diagonala
AC, asa incat (ABC) L (ACD).
a) Determinati distanta de la punctul D la dreapta BC.
b) Aflati lungimea segmentului BD, in figura formata dupa indoire.

Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2022
Solutie si barem de corectare:

a) Fie DM L AC, M € AC, DM < (DAC) si MN L BC, N € BC (dupa indoire).
Conform teoremei celor trei perpendiculare avem DN L BC, deci distanta ceruta este DN .....1p

Din ADMC rezultdh DM =2 ..ottt sttt ste et sreeraenre s 1p

YN T TR 1p

DN?=DM?+MN? = DN =413 CM ooveeeeeeeeeeeeeteeseeese s sss st 1p

3
b) BN i 2p
3
2430

BD*=DN?+NB? = BD= 3 [ 1 0 TN 1p
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..a b . - :
Problema 3. a) Demonstrati ca ™ +—2>2, oricare ar fi numerele reale a>0 si b>0.
a

X2 —3x+84 y’ —3y +84
3y+16 3x+16

b) Fie | =[6,0) si numarul a= ,unde X,y >0. Demonstratica ael .

Solutie si barem de corectare:
- . 2 .o
a) Pentru orice numere reale a>0 si b>0 avem (a—b) >0, adica a’ +b* > 2ab,

de unde, impartind prin ab obtinem %+§22 ........................................................................ 2p

D) AE T < @26 oot e b nre s 1p

X ~3x+84 y*~3y+84_(x—6) +3(3x+16) (y-6)"+3(3y+16) n
3y 116 ails 3y 116 YT I

(x—6)2+3(3x+16)+(y—6)2+3(3y+16)>3.(3x+16)+3.(3y+16) )

3y 16 VT >3y 116 Qg p

3'(3X+16)+3'(3y+16):3(3X+16+3y+16j26 .............................................................. 1p

3y +16 3x+16 3y+16 3x+16

Problema 4. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D’. Punctul M este simetricul punctului A fata de B, punctul N este
piciorul perpendicularei din A pe dreapta BD', iar P este centrul patratului ADD'A". Demonstrati ca
punctele M, N si P sunt coliniare.

Solutie si barem de corectare:

Punctele M, N, P apartin planului (ABC'D’) ...ooereiiiiiiiiniie e 1p
Triunghiul BCD' este dreptunNghiC .......ccooviiiiiiiieeee e 1p
BD’
BN = 1
3 p
. BQ BN NQ 1
NQLAB, QeAB, N AD’' si ABNQ~ABDA = —=——=—S=—,
N 2
de unde rezulta ca NQ o eeieerereeeeereeeere e eeEeere it e ere e EeaEeeeeEeaeeaeeaEeeeeaEeere e Resneae e rennenris 2p
AP 3
AMON ~ AMAP  (L.U.L) oottt sttt sttt s re et et ne e 1p
A, Q, M coliniare = P, N, M COIINIAIe .......ccceiiiiei st 1p
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