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Clasa a XI-a
Barem de notare si evaluare

Problema 1. Fie n >1 un numar natural.

a) Care este numarul maxim de inversiuni ale unei permutdri o € S, ?

b) Care este numarul maxim de inversiuni ale unei transpozitii z=(ij)e§,, 1<i<j<n?
¢) Demonstrati cd m(o)+m(n7) > m(omn), pentru orice o, n €S, , unde prin m(x) se

intelege numadrul de inversiuni ale permutérii x € S, .

Solutie.
n-(n—1)
a) m(o)<n—-1+n-2+..+1 =
) ] 1 2 3 n
Egalitatea se atinge pentru permutarea o = S T 3p)
n n-1 n-2 1

L A 12 ..i-1i7i+li+2 .. j-1j j+l..n
b) Inversiunile transpozitiei t; =

sunt (i,i+1),
12 ..i-1j i+l i+2 .. j-11i j+l.n

@@, i+2), (i,i+3),....,(5,j) -innumarde j—i-si (i+1,)), (i+2,)),....,(j—1,j) - In numar de
J—i—1. Astfel in total vor fi m(t;) =2(j —i)-1<2(n—-1)-1=2n-3. Egalitatea se atinge pentru
transpozifia 7, = (17) ..o 2p)
¢) Daca (i, j), i < j este inversiune pentru o7 aceasta inseamna ca o(77(i)) > o(77(j)) . Apar doua
situatii posibile pentru perechea (i, j) .

Cazul I: (i, ) este inversiune pentru 7 si (7(i),7(j)) nu este inversiune pentru o . In aceasti
categorie intra cel mult m(7n) perechi (i, j).

Cazul II: (i, /) nu este inversiune pentru 7 si (7(i),n(j)) este inversiune pentru o . In aceasti
categorie avem cel mult m(o) perechi (i, j).

Astfel numarul total de inversiuni ale permutarii o7, adicd m(on), este egal cu suma cardinalelor

celor doua multimi de perechi introduse mai sus, care la randul ei este mai mica sau egald cu
m(o)+m(n), dect m(O)+m(1]) Z M(OT]) eeveeeeieieeeeeeeeee ettt 2p)
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Problema 2. Se considera matricea 4= ( { {

j € Mz(R) si multimea

G={XeM,(R)|AX = x4}.

a) Demonstrati ca, daca X € G, atunci existd numerele reale a si b astfel incat
X =ad+(b-a)l,.

b) Rezolvati in Ma(R) ecuatia X* =A+1,.

Gazeta Matematica

Solutie.
X xX+z +1 XxX— X—
a)FieX=( yjeG.AvemAXzXA sau( 4 j=[ 7 yj,deundezz—y
z t —-xX—-z —-y-—t z—t z—t
X X— 0
si 1=x-2y, deci X:( Y j:(y y]+( 7 j:yA+(x—y)12. Prin urmare,
=y x=2y) -y Yy 0 x-y

X
daca X= ( th € G, atunci existd numerele reale a =y si b=x, astfel incat X=aAd+ (b — a)] 5
zZ

b) Dacd X e M>(R) astfelincat X* = 4+1,,atunci X* X =A4- X+ X si X- X’ =X -4+ X ,deci
AX = XA, ceea ce inseamnd cd X eG. Astfel, conform subpunctului a), rezultd ca
X =ad+(b-a)l,, unde a si b sunt doud numere reale care trebuie determinate. Cum

A-I,=1,-4si A =0,,avem:

X =A+1, o (ad+(b-a),) =A+1, & @’ 4> +2a(b-a) A+ (b-a) I, = A+ 1, &
2a(b-a)d+(b-a) I, = A+1, & 2a(b-a)=15si (b-a) =1 & a:% si b:% sau a:—%
s b=—§.

2
Prin urmare, solutiile ecuatiei X* = 4+ 1, sunt X =%A+12 siX =—%A—]2 ........................ (4p)
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Problema 3. Fie n un numar natural nenul.
a) Aratati cd numarul de cifre ale lui n este egal cu [lg(n)]+1, unde prin [x] s-a notat partea

intreagd a numarului real x.

b) Calculati limc—”, unde ¢, reprezintd numarul de cifre ale numarului 2023".

n—>0 n
Solutie.

a) Daca notam cu  numarul de cifre ale numarului natural nenul #, atunci 10" <n <10".
Logaritmand in baza 10, obtinem m—1<1gn <m, adica [Ign]=m—1 sau m=[Ilgn]+1. ..... (3p)

b) Conform punctului a), pentru orice numar natural nenul », avem:

c, =[1g(2023")}+1, deci M<c—"gw

sau 1g 2023 <o <1g 202341, de
n n n n n

unde, conform criteriului clestelui, rezultd ca lim Su - 182023 i (4p)

n—v n

o o 1 4
Problema 4. Se considera sirul (a,),., definit prin recurenta a,,, = —-(a +—j, a,=S5.

a) Calculati q,.
b) Demonstrati ca sirul (a,),., este marginit inferior de 2 si strict descrescator.

¢) Aratati ca (a,),., este convergent si determinati lima, .

n—»0

d) Calculati limn-(a,-2).

Solutie.
1 4

A) A, = | S = 22,0 e 1

) a 5 ( 5) (1p)

.. ) . ) (a, -2) )
b) Prin inductie, se aratd ca a, >0, pentru orice n € N. Deoarece a,,, —2= YRR oricare ar
a}’l
fineNsiag,=5>2,rezultdcd a, >2,pentruorice neN. ... (1p)
4—a* (2-a,)(2+a
Astfel, avem a, ., —a, = D - ( ) ) <0 pentru orice n e N.
2a, 2a,

Decti, sirul (a,),., este marginit inferior de 2 si strict descrescator...............ceoeevvueninn.. (1p)
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¢) Avand in vedere rezultatul de la subpunctul b), deducem, conform teoremei lui Weierstrass, ca
sirul (a,),., este convergent la un numar a €[2, 5) . Trecand la limita relatia de recurentd, obtinem

a :%-(a +iJ sau a = 4 deci @a=2.Prinurmare, lima, =2 .................coc Gp)
a a n—om

d) Conform rezultatelor de la subpunctele b) si ¢), rezulta ca (an —2)”> , este un sir de numere

pozitive, strict descrescdtor si convergent la 0. Aceasta Tnseamna ca sirul [ j este strict
n>0

a —2

n

crescator si divergent la +oo . Aplicand teorema Stolz-Cesaro obtinem

. Iy no_ . (n+l)-n . 1 Y 1
fimn(a, =2) = lim——=lim ————=lim— 72— —=lm———
a, -2 a,,—2 a,-2 (a,-2) a,-2 (a,-2) a,-2
- (a,-2)
=lim S0 (1p)
e q +2
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