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Clasa a X-a
Solutii si bareme

Problema 1. Fie a,b,c € (1,00) si x = logy.a, y = logeq b, z = log, c.

1 1

Aratati ca =
a) raa,lcam+1+y+1+z+1

b) Demonstrati ca a@tD=2) ) (z=2) (A D(E-y) =

(Supliment Gazeta Matematica 10/2022/S:1.22.253.)
Solutie

a) Calculam x +1 = logp,.a + 1 = logy,. a + logy,. bc = logp,. abc, analog se arata ca y + 1 = loge abc si

21 =108, abC oo 1p
1 1 1 1 1 1
Asadar + + — + + _
’ r+1 y+1 =2+1 logy.abc loggqabe  log,p abe
= log . be +log . ca +log ,p. ab = log p. a*b7c? = 2. ... oo 2p
lgb lgc

b) Cum x + 1 = logy.abc si y — z = logeq b — logj ¢ =

lgec+lga a lga—l—lgb:
lga-lgb+In®b—1g’c—lga-lgc  (Igb—lgc)(lga+Ilgb+1gc)
- (lgc+lga)(ga+1gb) - (ge+lga)(ga+1gd)

_ (lgb—lgc)(gabe) 18 -lgabe
- (gc+1ga)(lga +1gb)  lgac-lgab’

(Igb —lgc) - 1g* abe
(lgab-lgbc-lgca
si (z+ 1)(z — y) relatia initiala va fi echivalent cu

Din relatiile anterioare gasim (x4 1)(y — z) = . Calculand analog (y + 1)(z — )

(Igb—1lg c)~1g;2 abc (lgc—1g a)~1g2 abc (lga—1g b)-lg2 abc
@ lgablgbelgea . f lgablgbelgea . ¢ lgablgbelzea = L. L. L 1p
lgab-lgbc-1
Ridicand ambele parti la ke ] % Z B Lepultd ci qlgblee . pleclea  dga-leb _q 1p
g” abe

Logaritmand gasim (lgb —lgc) -lga + (lgc —lga) - 1gb+ (Iga — 1gb) - 1gc = 0 echivalent cu

lgb-lga —lgc-lga+lgc-lghb—lga-lgb+1ga-lgc—Ilgb-lgc =0 ceea ce este adevarat. ..... 1p
Problema 2. Fie triunghiul ABC cu afixele varfurilor z4, zp respectiv z¢ astfel incat |z4| = |25| = |z¢| =

24+ zp + zo. Aratati ca triunghiul ABC' este dreptughic!
(Ugron Szabolcs, Sfantu Gheorghe)

Solutie Fie |z4| = |zp| = |2¢| =7, r > 0 si r € R, asadar punctele A, B si C' sunt situate pe un cerc cu
raza r si centrul in originea sistemului de coordonate. Deoarece 24 - Z1 = 2p - Z5 = 2¢ - Z¢ = 2, obtinem
I Y Y &
A T BB T i B0 T e 1p
ZA <B el
Din z4 + zp + z¢ = r, obtinem (z4 + zp + 2¢) = Za + Zg + Zc = T = r, de unde rezulta ca
1 1

+—+—):r, adicd za-2p 20 =T (24 2B+ ZB 20 F 20 " ZA) o eneneaiiii, 2p
ZA ZB zc



Calculam (zq4 —7) - (2p—7) - (2¢ —=7)=2a-2-2¢ —7T - (2a- 2B+ 2B - 20 + 20 - 24)+

% (Zat+ 2B 20) — T2 = 00 2p
Deducem de aici, ca unul dintre z4, 25, 2o este egal cu r. Presupunem ca z4 = r, atunci zg + 2o = 0,
ASAAT 20 T 2B e 1p
A, B, C fiind situate pe un cerc cu raza r si cu centrul in origine, iar zo = —zp arata ca punctele B si C
sunt diametral opuse, ceea ce inseamna ca triunghiul ABC' este dreptunghicin A..................... 1p

Problema 3. Determinati numarul prim n € N astfel, incat numarul z = </n +vn2+1+ </n —vn2+1
sa fie rational!

(David Géza, Odorheiu Secuiesc)
Solutie Folosind formula (a + b)® = a3 + b + 3ab(a + b), putem scrie

91:3:n+Vn2+1+n—\/n2+1+3</(n+\/n2+1)(n—\/n2—|—1)-x, de unde zerultd ca

23 =20 — 3z, adicd 2 + 37 — 20 = 0. ..o 2p
3
Daca z € Q, atunci x = B, unde p,q € N si (p,q) = 1, rezulta (1—9> + 3(1—)> —2n = 0 de unde
q q q
p® + 3pg® — 2ng® = 0, de unde rezulti ca q este divizor a lui p?, dar p si ¢ fiind prime intre ele rezulta ca
Q= 1, dCCT T = P e 2p
Din o = p rezulta ca p® + 3p — 2n = 0 de unde p(p2 + 3) = 2n, deci p este divizor a lui 2n. Fiindca n este
numar prim, atunci p=18au p=28aU P =1 SAU P = 270 ..o r vttt 1p

Daca p = 1, atunci n = 2 este prim, daca p = 2 atunci n = 7 este prim, dacd p = n atunci n? + 3 = 2
imposibil, dacd p = 2n atunci 4n? + 3 = 1 imposibil.

Asadar solutiile sunt n =2 cuax =1SIin =T CU T = 2. ... i 2p
Problema 4.

a) Demonstrati ca orice numar rational r se poate scrie ca suma de doua numere irationale, ale caror
produs este irational!

b) Determinati toate functiile f : R — R, care verifica relatia f(zxy) = f(z + y) pentru orice x si y

irational!
Solutie
a) z+y=r,atunci zy = z(r — z) = roz — 2% Fiex = V2, de unde 2y = rv/2 — 2,
ODEINEIN U = 7 — v/ 2 oo 1p
Deciz =v2¢R\Qsiy=r—v2¢R\Qatunciz+y=rsiay=rvV2—-2¢R\Q ............ 1p

b) Fie @ > 0 un numar irrational, atunci z = \/a si y = —\/a sunt irrationale si f(va- (—a)) =
f(va+ (—+/a)) obtinem f(—a) = f(0) ceea ce implica f(z) = f(0) = ¢ constant, pentru oricare

numar irrational & < 0. ... 1p
Fie a > 0 un numdr irrational, atunci = —y/a si y = —/a sunt irrationale si f( —v/a- (—+/a)) =
f(—=+va+ (= +/a)) adicd f(a) = f(—2y/a) = f(0). Deci f(z) = f(0) = ¢ constant, pentru orice
numar irrational T. ... ... 1p

Fie r € Q. Conform a) dacd luam z = V2 si y = r — V2 rezultd ca f(r) = f(V2+ (r — V2)) =
f(\/i-(r—\/i)):f(r\/ﬁ—Z):c. .......................................................... 2p

Deci relatia ceruta este verificata numai de functia constanta f(x) =c. ........................ 1p



