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Olimpiada Naţională de Matematică 

Etapa locală – 25 februarie 2023 – 

Clasa a XI-a 

Barem de notare 

 

1. Fie matricea 𝑨 = (
𝟏 𝟎 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎
𝟐 𝟎 𝟐

).  

Determinaţi 𝒏 ∈ 𝑵∗ astfel încât 𝑨𝒏 + 𝑨𝒏+𝟐 = 𝟗𝟎𝑨. 

                                     (S.G.M.) 

Soluţie: 

Avem 𝐴2 = (
3 0 3
0 0 0
6 0 6

) = 3𝐴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p 

Obţinem prin inducţie că 𝐴𝑛 = 3𝑛−1𝐴, ∀𝑛 ∈ 𝑁∗ . . . . . . . . . . . . . . . . ..  2p 

Înlocuind în relaţia 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛+2 = 90𝐴, obţinem 3𝑛−1 + 3𝑛+1 = 90, ecuaţie care are soluţia 

naturală 𝑛 = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ………………… 2p 

2. Fie matricea 𝑨 ∈ 𝑴𝒏(𝑹) astfel încât 𝟐𝑨𝟑 = 𝑨 + 𝟐𝑰𝒏, unde 𝒏 ≥ 𝟑. Să se arate că 𝒅𝒆𝒕(𝑨) > 𝟎. 

Soluţie: 

Dacă 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) şi 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴, atunci 𝑑𝑒𝑡(𝐴2 + 𝐵2) ≥ 0 (cu demonstraţie) . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ……………… 2p 

Din 𝐴(2𝐴2 − 𝐼𝑛) = 2𝐼𝑛 , aplicând determinantul ambilor membrii obţinem 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ∙ 𝑑𝑒𝑡(2𝐴2 −

𝐼𝑛) = 2𝑛 ≠ 0, deci 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0. . . . . . . . . . . . . … 1p 

Din 𝐴(2𝐴2 + 𝐼𝑛) = 2(𝐴 + 𝐼𝑛), aplicând determinantul obţinem că 

 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ∙ 𝑑𝑒𝑡(2𝐴2 + 𝐼𝑛) = 2𝑛 ∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐼𝑛), şi cum 

 𝑑𝑒𝑡(2𝐴2 + 𝐼𝑛) = 𝑑𝑒𝑡 ((√2𝐴)
2
+ 𝐼𝑛

2) ≥ 0,  

deducem că 𝑑𝑒𝑡(𝐴) şi 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐼𝑛) au acelaşi semn. . . . . . . . . . . . . . . . 2p 

Din 2𝐴2(𝐴 + 𝐼𝑛) = 2𝐴2 + 𝐴+ 2𝐼𝑛  , aplicând determinantul, deducem că 
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 2𝑛 ∙ (𝑑𝑒𝑡(𝐴))
2
∙ 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐼𝑛) = 𝑑𝑒𝑡 ((√2𝐴 +

1

2√2
𝐼𝑛)

2

+ (√
15

8
𝐼𝑛)

2

) ≥ 0,  

de unde 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐼𝑛) ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1p 

Deci 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≥ 0 şi cum 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0 obţinem 𝑑𝑒𝑡(𝐴) > 0. . . . . . . . . . 1p 

 

3. Studiaţi convergenţa şirului de numere reale (𝒙𝒏)𝒏≥𝟏, ştiind că 𝒙𝟏 =
𝟏

𝟏𝟎
 şi 𝒙𝒏+𝟏 = 𝟐𝒙𝒏 −

𝟓𝒙𝒏
𝟐 , ∀𝒏 ≥ 𝟏. Determinaţi limita şirului, în cazul în care aceasta există. 

Soluţie: 

Avem 𝑥𝑛+1 =
1

5
−

(1−5𝑥𝑛)
2

5
≤

1

5
, deci şirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 e mărginit superior. . . 2p 

Cum 𝑥1 > 0 şi 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 ∙ 5 ∙ (
2

5
− 𝑥𝑛), iar 

2

5
− 𝑥𝑛 > 0, prin inducţie se arată că 𝑥𝑛 > 0, ∀𝑛 ≥ 1, 

deci (𝑥𝑛)𝑛≥1 e mărginit inferior. . . . . . . . . . . . ………………………….. 2p 

Din 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 ∙ (2 − 5𝑥𝑛) > 0, deducem că (𝑥𝑛)𝑛≥1 este strict crescător şi cum e şi mărginit 

deducem că este convergent . . . . . . . . . . . ……………………………….. 2p 

Trecând la limită în relaţia de recurenţă şi notând limita lui (𝑥𝑛)𝑛≥1 cu 𝑙 obţinem 𝑙 = 2𝑙 − 5𝑙2, de 

unde 𝑙 = 0 sau 𝑙 =
1

5
, dar cum şirul este strict crescător şi 𝑥1 > 0 deducem că 𝑙 =

1

5
. . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . ……………………………………………………….. 1p 

4. A) Studiaţi convergenţa şirului 𝒔𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐𝟐
+

𝟏

𝟑𝟐
+

𝟏

𝟒𝟐
+⋯+

𝟏

𝒏𝟐
. 

B) Ştiind că 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒔𝒏 =
𝝅𝟐

𝟔
, calculaţi  

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟏

𝟑𝟐
+

𝟏

𝟓𝟐
+⋯+

𝟏

(𝟐𝒏+𝟏)𝟐
). 

 

 Soluţie: 

         A)Din 𝑠𝑛+1 − 𝑠𝑛 =
1

(𝑛+1)2
> 0 deducem că şirul este strict crescător. . . . … 2p 
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 Folosind inegalitatea 
1

𝑘2
<

1

𝑘−1
−

1

𝑘
 pentru orice 𝑘 ≥ 2 obţinem că 𝑠𝑛 < 2 −

1

𝑛
< 2, deci şirul este 

mărginit superior şi cum este şi strict crescător deducem că este convergent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . …... ……………………………………………….2p 

B) 

Avem 1 +
1

32
+

1

52
+⋯+

1

(2𝑛+1)2
= 𝑠2𝑛+1 − (

1

22
+

1

42
+⋯+

1

(2𝑛)2
) = 𝑠2𝑛+1 −

1

4
∙ 𝑠𝑛 →

𝜋2

6
−

𝜋2

24
=

𝜋2

8
. . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . …………………………….  3p 
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