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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — 25 februarie 2023 -
Clasa a Xl-a

Barem de notare

1 0 1
1. FiematriccaA=(0 0 0.
2 0 2
Determinati n € N* astfel incat A™ + A2 = 90A4.

(S.G.M))
Solutie:
3 0 3
AveMAZ =10 0 0 =34 ... i, 3p
6 0 6
Obtinem prin inductie ci A® = 3" 14, VneEN* . ................. 2p

Inlocuind in relatia A™ + A™*2 = 904, obtinem 3™~ ! 4 3™*1 = 90, ecuatie care are solutia
naturald 7t = 3. .. .. . 2P

2. Fie matricea A € M,,(R) astfel incat 243 = A + 2I,,, unde n > 3. Si se arate ci det(4) > 0.
Solutie:
Daci A, B € M, (R) si AB = BA, atunci det(A? + B?) > 0 (cu demonstratie) . . ..............

.. 2p
Din A(24% —I,,) = 2I,,, aplicand determinantul ambilor membrii obtinem det(A) - det(24% —

I,) =2"#0,decidet(A) #0................ 1p
Din A(24% + I,) = 2(A + I,,), aplicand determinantul obtinem ci
det(A) - det(24%? + I,,) = 2" - det(A + I,), si cum

det(2A% + I,) = det (VZA)" + 2) 2 0,

deducem ci det(A) sidet(A + I,,) auacelasisemn. . .............. 2p
Din 24%(A + I,) = 2A? + A + 2I,, , aplicAnd determinantul, deducem ci
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2
2" - (det(4))” - det(A + 1) = det ((x/fA +$In)2 + < Eln> ) >0,

deundedet(A+1;,) = 0. ... 1p
Deci det(A4) = 0 si cum det(A) # 0 obtinem det(A) >0.......... 1p

3. Studiati convergenta sirului de numere reale (x,),s1, stiind c¢i x; = % si X1 =2x, —

5x2,vn > 1. Determinati limita sirului, in cazul in care aceasta existi.
Solutie:

1 (1-5xp)2

1 .. o .. .
AVeM xp g = - — = < , deci sirul (Xp)ns1 € marginit superior. . . 2p

Cumx; >0s8ixp41 =%xp" 5" (é — xn), iar% — X, > 0, prin inductie se arata ¢d x,, > 0,vVn > 1,
deci (x,)ps1 € marginit inferior. .. ......... ... 2P
Dinxp41 — X = X, - (2 — 5x,,) > 0, deducem ca (x,, )51 este strict crescator si cum e i marginit
deducem ca este CONVEIZENt . . . ...\ttt vteriitiiiei et eireireeeaneanenns 2p

Trecand la limiti in relatia de recurenta si notand limita lui (x;,),»1 cu [ obtinem | = 21 — 512, de

1 . . 5 . . 1
undel=0saul = > dar cum sirul este strict crescator si x; > 0 deducemca l = S

C ettt 1p
4. A) Studiati convergenta sirului s,, = 1 + 212 + 312 + 412 + -+ %
B) Stiind ca 1111_)1210 Sp = %2, calculati
lim (1 + 3i2 + 5iz ot (2n-1|—1)2)'
Solutie:
ADin s, — s, = e > 0 deducem ci sirul este strict crescator. . . . ... 2p
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Folosind inegalitatea k_12 < k—il —% pentru orice k = 2 obtinem ca s, < 2 —% < 2, deci girul este

marginit superior si cum este si strict crescator deducem ca este convergent. . .. ......... ... ...

.2p
B)
Avem 1+ttt —— =5y — (St =) = spne1 — 5 5 SE_m_m
3 5 (2n+1) 2 4 (2n) 4 6 24 8
. 3p
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