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Olimpiada Nationali de Matematica
Etapa Locala, Judetul Dolj, 11 februarie 2023
CLASA aV-a

Exercitiul 1. (7p) Fie a=2024+2-(1+2+3+..... +2023) si b= 143+5+......+2023. Arétati cd a=4b.
(***)

Exercitiul 2 (3p) g) Determinati numarul natural nenul a astfel incat 20222022*°% g5 se poatd

scrie ca a® .

Gazeta Matematicd Nr.11/2022

(4p) p) Aflati  numerele naturale ab pentru care (EE)Z + (ﬁ)g este patrat

perfect.’
(***)

Exercitiul 3 (7p) Determinati toate numerele de forma abc , stiind ca impartite la bc dau
catul a + 1 sirestul a + 5.
Gazeta Matematica Nr.2/2022

Exercitiul 4 Suma a 18 numere naturale este 591. impértind fiecare dintre aceste numere
la numarul natural nenul n obtinem resturi egale cu 3 sau 5. Suma tuturor
acestor resturi este egald cu 74.
(4p) a) Cate resturi, dintre cele 18, sunt egale cu 37
(3p) b) Sise determine cel mai mic numar natural n care satisface conditiile

din enunt.

(**:\')

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 2 ore
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Exercitiul 1. Aratati ca dacd a, b, c sunt cifre nenule si
7 B =

Gb0Lae beD+ba eal+ch

atunci a=b=c.
Exercifiul 2. Se considera numarul 4=3+3%+3+...+3%%2,
a) Aratati ca 4 se divide cu 156.
b) Determinati numarul perechilor (p,n) de numere naturale pentru care p" =2-4+3.
G.M. 10/2022
Exercitiul 3. Fie <40B, <BOC, «COD, <DOA unghiuri formate in jurul unui punct.
Se stie ca:
2-«COD =3-%A4A0B, 10-«xBOC =9-<DOA

<40B _«BOC
3 9

si

a) Aritati ca bisectoarele unghiurilor <40B si <40D formeaza un unghi drept.

b) Dacd OP este bisectoarea unghiului «<BOC si OQ este bisectoarea unghiului <40D ,
aflati unghiul <POQ.

Exercitiul 4. Fie multimea 4={2"-7"|a,beN}.

a) Aflati cele mai mici patru elemente din 4 care sunt patrate perfecte.

b) Demonstrati ¢ printre oricare cinci elemente din mulfimea A4, exista cel putin doua al
caror produs este patrat perfect.

Nota:
- Toate subiectele sunt obligatorii;
- Fiecare subiect se noteazd cu 7 puncte;

- Timp de lucru: 2 ore.
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CLASA a VII-a — enunturi

Problema 1. a) Determinati cardinalul multimii:

WT+4B
(3x+2)(J52-32 +J1_2]-0,5

A=<xel eZ

b) Se considera numarul:

1

= - + 1 + : +..
x_ﬁ(ﬁ+1) JTE(JENE) Jﬁ(JhJi) +\/20:23-:J_azzt(\fzozaf+J2023)

-1
Determinati partea intreagd a numarului N, unde N=x -[1 - (\/ 2024) ]

- ; 1 . 5 i
Problema 2. a) Se considerd ecuatia —=+-—== .3 , unde x si y sunt numere rationale pozitive,
&5

iar n este numar natural care nu este patrat perfect. Daca (x,,y, ) este o solutie a acestei ecuatii,
demonstrati cd niciunul dintre numerele x, si y, nu este patrat perfect.

s . 1 1
b) Determinafi numerele naturale nenule x si y, astfel incét 1 =

7; - ﬁ ‘\/_E‘ :
Problema 3. Fie patratul ABCD si punctele E pe diagonala BD, F pe latura CD si G pe dreapta
AB, astfel incat B este situat intre 4 si G, iar BG=BE=DF =BD—BA.
a) Demonstrati ¢ unghiurile £GB, CGF si EGF sunt congruente.
b) Aratati cd punctul E este egal departat de véarfurile patrulaterului AGCF .

Gazeta Matematicd nr. 10/2022

Problema 4. Se considera cercurile C(Oy, R ) si C(0,,R,) secante in punctele 4 si B, punctele 4 si
C sunt diametral opuse in C(Oy,R;) si punctele 4 si D sunt diametral opuse in C(0,,R, ) . Tangenta
in 4 la C(O},R,) intersecteazi C(0,,R,) inpunctul M sitangentain 4 la C(O,,R,) intersecteazi
c(o, ,R;) in N . Punctul P se afld pe dreapta 4B, astfel inct punctul B este mijlocul segmentului AP
a) Ardtati cd punctele B, Csi D sunt coliniare.
b) Demonstrati cd patrulaterul AMPN este inscriptibil.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notati cu 7 puncte
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Clasa a VIII-a

1. a)Aratati cd pentru orice numadr real x > 0 este adeviratd inegalitatea:

2x% + 9 > 6xv/2.

b) Demonstrati ca daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, atunci este adevarata
inegalitatea:

a b c o V2
2a2+9 2b249 2c249 4

(***)

2. Determinati numarul natural » pentru care numarul A=\/ Vn + 2023 + /n este
numadr natural.

Lavinia Trincu

3. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D' in care punctele M, N si P sunt mijloacele
muchiilor BC, CC', respectiv AD, iar {0'} = A'C' n B'D".

a) Aritati cd B'N L (C'MP).

b) Aratati ci (0'B'N) L (C'BD).

¢) Calculati sinusul unghiului determinat de dreapta C'N si planul (0'B’N).

Gabriel Tica

4. Fie ABCD un tetraedru regulat si M € (AC).
a) Daci M este mijlocul lui (AC), calculati cos(«(BM, CD)).

cos(«(BM,cD))

b) Aratati cd, pentru orice M € (AC), raportul sin(<ABM)

are aceeasi valoare.

Traian Preda, Gazeta Matematicd nr. 11/2022

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a IX-a

1. a) Aratati ca [a] + [a + ﬂ = [2a], unde [a] reprezinti partea intreagi a

numarului real a.

2x+5 x+1 3x+1
12 ]+[ 3 ] et
Adrian Bud

b) Rezolvafi in multimea numerelor reale ecuatia [zgl] + [

2. Fie ABCD un patrulater si punctele M, N, P, Q astfel incat AM = MB, BN =
3NC, DP = PC, b?j=§m.
3

a) Demonstrati cd MN + W " @ s E)

b) Aridtafi cd dreapta MP trece prin mijlocul segmentului NQ.
(*‘Jr‘k)
3. Fiep € N . Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei

Existd g € N astfel incdt (p + /p? + 2021)2 =.q*+4q.”

Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematici 10/2021

4.Fie x,y,z € [2,). Demonstrati ca

x4yt y6+26+25+x6
x*+yt oyt 4zt zt 4 xt

=>2(x+y+2).

Catalin Cristea

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fliecare problemd se va nota cu puncte intre 0 i 7
Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a X-a

1. Dacax,y,z € (35, 00) , demonstrati ca:

&

1083y (Zx + %) + logsy, (Zy + i) + logszy (22 2 i’) =1+ P

Precizati cazul de egalitate.
Prof. Cristian Moanta

2. Se considera functia f: R = R cu proprietatea ca f(x? + f(¥)) = (f(x))? +
Y, pentru orice x,y € R.

a) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

b) Sa se calculeze f(0).

c) Sa se calculeze f~1(2023), unde f~! reprezinti inversa functiei f.

Prof. Spiridon Catalin

& z z =
D425 Sise
z3  Z

3. Fie 24, 25, 25 € C astfel incét |z,| = |z3] = |z5] = 1 $i-
2 1

calculeze |z{%%% + 25922 4 z2022|,
(Supliment Gazeta Matematicd nr. 11/2022)

4. Fie z un numar complex cu |z| < 1. Aratati ¢d |z? — 1| - |z — 1|? < 3/3.
(Gazeta Matematica nr. 12/2021)

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota cu puncte intre 0 gi 7
Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a XI -a

1. Rezolvati in multimea M, (R) ecuatia: X° = (i 147).

Benedict G. Niculescu

2. Fie A, BE My(R) astfel incat AB=BA, det(A*+A2B*B*=9 si det(A2+B?)+det(AB)=5.

Si se calculeze /det(A? + AB + B?) + ,/det(AZ — AB + B?).

ok

3. Consideram sirul (a,),>1 cu termeni strict pozitivi, dat de relatia a,.,; = In (a1 +ay+..+a,),
n = 1. Calculati lim (a“” - 1) - e,

n—oa an

Nicolae Muguroia, Baia Mare
Gazeta Matematica nr. 10/2022

4. Fie sirul (a,),21 astfel incat a; > 0 (a; fixat) si pentrun= 1(n € N), apey = a, + ai

v D=1 |0 :
Calculati lim M"l, unde [a] este partea intreaga a numirului a.

n—oo Nay

*kk
Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota cu puncte intre 0 i 7.
Timp de lucru: 3 ore.
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CLAsA A XII-a

Subiecte

e

L FieneN, e>0siabe (0 %) astfel incat o + b = Z. Calculati

® ¢4asinz + heos™ o
- ~dr.
Jo Ac+7m(sin™ x + cos” )
Mihdly Bencze, Bragov, G.M. nr. 11 /2022
2. Fie f : {0. 7] o functie care admite primitive si care verifica relatia
flz)singe — f(7 — ) = cos® ¢ pentru orice r € [0, 7]

Sé se determine primitivele lui f.

Cld.p.
3. Fic (G,+) un grup in care are loc implicatia
Ty’ = 2 == Y = <. pentru orice z,y, 2 € G. ()
S84 se demonstreze cd:
(a) 2 # e pentru orice r € @ \ {€}. unde e este elementul neutru al i @,
(b) G este abelian.
(¢} Orice grup cu proprietiitile (a) gi (b) satisface relatia (*}.
C.d.p.

4. Pe multimea {a,b,c.d, ¢} operatia “+” defineste o structuri de grup. Stiind ¢i axb = d,
cxa=egidxc=>~, si se alcituiascd tabla grupului.

C.d.p.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problemd se va nota cu puncte mtre 0 si 7.
Timp de lucru: 3 ore,




