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Clasa a XII-a
Solutii si bareme

Problema 1.

Calculati integrala dz, unde x € (0, 00).

2675 | 2023
Ugron Szabolcs, Sfantu Gheorghe

Solutie

. . . . 1
Fie n = 674, atunci trebuie calculat integrala / SR L et 1p
1 n—1 1 n\/
f:/—dx:/x—dx:_./%dx ............................. 2p
xn+l + r3n+l xr2n + 234" n (gj") + (ZL‘”)

Notam 2" = ¢, atunci n - 2" 'dx = dt

1 1 1 1 1 1 1
Asadar == [ —dt == [ ——qt==-( [ Zar— at | = ... 2
At f = /t2+t4 n /t2-(t2+1) n (/t2 /t2+1 ) P
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:—-<———arctgt>+‘€ ................................................................... 1p
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Problema 2.

o I . a(x +
Determinati a € R astfel incat funtia f(z,y) = alzr+y)

sa defineasca o lege de compozitie pe
1+ a2y

intervalul (—1,1).
Ugron Szabolcs, Sfantu Gheorghe
Solutie

Inlocuim z — 1, y — 1, rezults —1 < a < 1, deci a € [—1,1]. Aratam, ca pentru a € [—1,1] legea

7" definita prin x * y = f(z,y) este lege de compozitie pe (—1,1). ... 1p
Avand |zxy| = ‘a- Tty ’ = \a]-‘ Tty ‘ < Ty , trebuie aratat, Cé‘ ’ ’ <1,Vx,y € (—1,1)
1+ 2y 1+ a2y 1+ay 1+ay
................................................................................................ 3p
2
Avem ’ Ty ‘ <1l <= ($+y) -1<0 <= (x2 — 1) . (1 —y2) < 0, ceea ce este adevarat
142y 142y
Pentru Vi, g € (— 1, 1) oo 2p
In concluzie: ”*” este lege de compozitie pe (—1,1), dacd a € [=1,1]. ... 1p



Problema 3.

Notam cu e elementul neutru al grupului finit (G, o). Elementele distincte a,b € G au ordinul 2.

a)

Aratati cd (aob) ¢ {e,a,b}.

b) Stiind cd a € Z(G), unde Z(G) ={z € G | zoy = yo z,Yy € G}, aratati ca ordinul lui G e
multiplu de 4.
Matyds Matyds, Sfantu Gheorghe
Solutie

a)

Reductio ad absurdum

a si b difera de e penru ca au ordin 2. ... 1p

Presupunem ca aob nu difera de e, a sau b, si ajungem la contradictie cu b # a. b # e respectiv
(L FE € et e 1p

aob=e = aoaob=qgoe = b=ua
aob=a = aoaob=aoa = b=c¢
aob=0 = aobob=00b = @ =€ ... 1p

Fie H = {e,a,b,aob}. Tinand cont de a € Z(G) aratam ca H e parte stabila a lui G fata de

0

0P T AL A 07 . L 1p

eor=xo0e=x€ HVreH
@ob=Doa € H .. 1p

ao(aob)=(aca)ob=beH
bo(aob)=(aob)ob=a€c H
(@ob)o(@ob) =€ € H .o 1p

Drept urmare H este subgrup al lui G.
Conform teoremei lui Lagrange |G|:|H|, adica |G|:4. ... 1p



Problema 4.
Fie I C R un interval si functiile f : I — R, g : I — R* astfel incat f este continua, iar g admite
primitive. Aratati ca functia f - ¢ admite primitive pe I.
Gazeta matematica, Supliment 9 - L22.233

Solutie
Fie G : I — R o primitiva a functiei ¢ = G'(z) =g(x) Ve €I ... .. ... . ... ..., 1p

g@) #0Vr el — Glz) #0vVe el } — G'(z) <0sauG'(x) >0Ver e | =

G'are proprietate Darboux

— (G este strict monotona L
o = G esteinjectiva ...... ... .. i 1p
G este continua

Fie A=ImG = G1:1 — A, Gi(z) = G(z) Vo € I este bijectiva ...............ocooiiii... 1p
Asadar 3Gy A= T
cum G (z) =G'(x) =g(z) #0Vr e ]

Construind functia h : A — R, h = f o G, care este continua, ca compunere de functii continue

} = (7' este derivabila, deci este continua ......... 1p

= h admite primitive

Fie H: A— Roprimitiva lul A ... 1p
Asadar H o Gy : I — R este derivabila si (H o Gy)'(z) = H'(G1(z)) - G'(z) = h(G1(z)) - G'(z) =
= (foGT)(Gi(2) - G'(z) = [(fo GT) 0 Gi](x) - g(x) = [f o (GT' 0 G1)](2) - g(2) = f(2) - g(z) =
= functia H o G este o primitiva a functiei f - g pe I = f - ¢ admite primitive pe I. ..... 2p



