g MINISTERUL EDUCATIEI

€ | INSPECTORATUL
iﬂ:DL AR
DETEAN
/ |consTanTA

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala — Constanta, 11.02.2023

Clasa a Xl-a
BAREM DE CORECTARE SI EVALUARE

SUBIECTUL 1

Se considerd multimea H = {A e M, (R)|det(A) #0,A" =A%+ A} :
0 0 1

a) Sa searate camatricea |1 0 0 |eH.
01 -1

b) Sa se arate cd dacd Ae H si P e M, (RR) este o matrice inversabila, atunci P™-A-PeH.

C) Sa se arate ca multimea H contine cel putin 2023 elemente.

* X *

Solutie
) ISP 1p;
D) 2p;

a 00 0 0 1
c)Alegem P, =/0 1 0|, aeR;A=[1 0 0 |eH,

0 01 01 -1

0 0 1

a

B,=P,"-A-P,=|a 0 0 |eH, (V)aecR". B, =B, , (V)a, #a, = Hareoinfinitate de elemente......4p

01 -1
SUBIECTUL 2

a) Fie Ae M, (C). Demonstrati cd Tr(A) =0 daci si numai daca det(A—1,)=det(A+1,).
b) Fie Ae M, (C) astfel incat det(A“—1,)=det(A*+1,) pentru k e {2021,2022} .

Demonstrati cd A*>=0,.
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Solutie
> ) JRS 2p;
b) Din a) = Tr(A™*)=Tr(A®)=0. Notam A =det A si din Cayley-Hamilton pentru A** si A%
rezulta A2 = A2, si AT = AT = AP = APPPEUAT e 2p
Presupunem A#0=> A% = A-l, = A = A% .|, = _A®? .|, contradictie=A=0=> A" =0, ......... 2p



SUBIECTUL 3

- . .. - . * n * - .o
Fie (X,) ., un sir de numere reale definit prin x, >0 si x,,, =”—\/—, VneN . Aratati ca:
n>1 > H n+ X2 + 5

X

SN
>

a) sirul (Xn )nZl este convergent catre zero;

b) |im(x§-\/ﬁ)=i.

n—w 4

Catalin Zirna

Solutie
Prin inductie rezultd cd x, >0, (V)n>1 sidin Xna g, (V)n =1 rezulta sir strict descrescator. Deci
Xn
SITUL (X, ), ESLE COMVEIGENT. ..o.ovoiieiiiriiseis s 2p
Fie x, — L si presupunem ca L >0. Recurenta este echivalenta cu ! —izx—”, (V)n>1.
e Xp X, N
Suma telescopica = 1 _i:ii (V)k=>1 1 1 noq
Xoa X favk = ——>L-ZT—>+oo
X X n—o0
Cum (X, )., strict descrescitor six, —L,(V)n>1x, >L,(V)n>1 me k=
1 1 1 1 oy < =
Dar —— —> ———e R, contradictie. Rezultd cd X, — 0 ..ccoeevviiiiiiiiiiicc 2p
Xoy X oo L X, n—oo
n . .o
X2 =N =£ si cum 1 — + o0 si strict crescator, avem:
i ’ Xﬁ n—oo ’
Xn
Jnil-Jn 1 1 11 1 1 ~
L 1 ntl+dn 21 1 1 Untiedn X 1 xg 1
X§+1 Xﬁ Xnit Xn Xpgo X \/ﬁ Xn \ X
1 1 11 1
= 1 . n:)wEEZZ .................................................................................................... 3p
1+=+1 - +1
n X1
SUBIECTUL 4

Fie (x,) ., un sir de numere reale definit prin X, X, € R si X, =[x, =4[, vn>1.
a) Sa se arate cd daca X, =0 si x, =1, atunci (X, )neN este divergent.
b) Fie y, =max{x,,x,}, ¥neN". Demonstrati ci (y,) , este convergent, oricare ar fi
X, X, €R.
Nelu Chichirim

Solutie
a) X, =0; X, =1 X, =1 X;=0; X, =1, X; =1, X, =0. Se demonstreaza prin inductie ca

X. =0 X3y — 0

3n T n—oo .

P(n):{ , (V)neN= = (X)), €St divergent..........occooovviinii 2p

Xgni1 = Xgneo =1 Xgng —>1 B

n—o
b) Cumx,11 =[xy = Xp-11 2 0=2%X41 = 0,(VINEN" =%, 20, (V)N =2 i 1p
Dacin =3 = Xpy1 = [Xg — Xp_1| = £(Xp — Xp-1)
Dacd Xp41 = Xp — Xp—1 < Xp < max(Xp, Xp-
y n+1 n n-1 n ( n’ 4n 1) } = Xpi1 < max(xn, Xn—l)

Dacd Xp41 = =Xy + Xp—1 < Xp—1 < max(Xp, Xp—1) =
Evident ca x,, < max(xy, Xp—1)
= max(Xy, Xp41) < MaX(Xp, Xn-1) = Y SYnr (V)N23= s 3p
(Vn),.5 descrescitor siy, >0, (V)n>3. Decisirul (y,) . este cONvergent ..o 1p

Nota : Orice alta solutie corecta, diferita de cea din barem, va primi punctaj maxim.



