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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala — Constanta, 11.02.2023
Clasa a IX-a
SUBIECTUL 1

o o | |X X . < . <
a) Aratati ca {u} = {—} , pentru orice numar real X si orice numar natural nenul n.
n n

b) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

[[x+2023]}+{[x+2024]}+{[x+§025]} _ 2023%

3 3

S-a notat cu [a] , partea intreagd a numarului real a.

SUBIECTUL 2
Se considera o multime G — R care satisface simultan proprietatile:
i) 1eG; ii)daca xe G, atunci Vx+2 G iii)dacd Vx+3€G,atunci x+4eG.

Aratati ca +2021€G.
Supliment Gazeta Matematica nr.12/2022

SUBIECTUL 3

Fie X, Y,z €(0,%), cu proprietatea x* +y* +2° <9.
+ ! + ! >1.
X +yz+3 (Y +x+3 22 +xy+3

Demonstrati inegalitatea:

* X *

SUBIECTUL 4

Fie ABCDE un pentagon Tnscris intr-un cerc cu centrul in O iar punctele M si N pe laturile BC, respectiv

DE, astfel incat %:%: 2. Consideram H,, H,, H, ortocentrele triunghiurilor ABC, ACD

respectiv ADE. Sa se arate ca daca O este centrul de greutate al triunghiului H,H,H,, atunci dreapta AO

trece prin mijlocul segmentului MN.
Catalin Zirna

Nota:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la 0 1a 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala — Constanta, 11.02.2023

Clasa a X-a

SUBIECTUL 1

3¥+3" =54

oy _3 unde x,y €(0, + ).

Rezolvati sistemul {

Catalin Zirna

SUBIECTUL 2
Determinati functiile f :R — R cu proprietatea ca f (X + f ((1+ X) y)) =(1+y) f (x)+1, pentru orice
X, yeR.

Gazeta Matematica nr. 10/2022
SUBIECTUL 3

Determinati numerele complexe distincte z, si z, Cu |21| = |22| =1sil+z-2,=2+1,.

* * *
SUBIECTUL 4
Fie un triunghi echilateral ABC Tnscris intr-un cerc cu centrul in O si raza 1. Daca M este un punct din
planul triunghiului astfel incét A se afla pe segmentul OM, sa se arate ca + 1 + 1 > 3 .
MA MB MC OM
* * *

Nota:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala — Constanta, 11.02.2023

Clasa a Xl-a

SUBIECTUL 1

Se considera multimea H ={Ae M, (R)|det(A)=0,A™ = A’ + Al.

0 0 1
a) Sasearate camatricea |1 0 0 |eH.
01 -1

b) Sa se arate cd dacd Ae H si P e M,(RR) este o matrice inversabild, atunci P*-A-PeH.

C) Sa se arate ca multimea H contine cel putin 2023 elemente.
* * *

SUBIECTUL 2
a) Fie Ae M, (C). Demonstrati cd Tr(A)=0 daca si numai dacd det(A—1,)=det(A+1,).
b) Fie Ae M, (C) astfel incat det(A* —1,)=det(A+1,) pentru k €{2021,2022} . Demonstrati ca

2 _
A2=0,.
Supliment Gazeta Matematica nr. 10/2022

SUBIECTUL 3
x

X+

Fie (x,)_, un sir de numere reale definit prin x, >0 si x,,, = , Vne N". Arétati c&:

SN

5

a) sirul (X, ) _, este convergent citre zero;

b) |im(X§~\/ﬁ)=£.

n—oo 4
Catalin Zirna

SUBIECTUL 4
Fie (x,) ., un sir de numere reale definit prin X;, X, € R si X,,; =[x, =X, [, vn>1.

a) Sa se arate ca daca X, =0 si x, =1, atunci (x,) . este divergent.
b) Fie y, =max{x,,x,,}, VneN". Demonstrati ca (y, ) _, este convergent, oricare ar fi x;, x, e R
Nelu Chichirim

Nota:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteazd de la 0 la 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locala — Constanta, 11.02.2023

Clasa a Xll-a

SUBIECTUL 1
Fie (G, -) ungrup si a,b,ceG care au proprietatea ca a“b* =c*, pentru orice k € {3, 4, 5} .

Demonstrati cd ab=c =ba.

Supliment Gazeta Matematica nr. 10/2022

SUBIECTUL 2

Se considera functiile f :R —> R si ¢ :{O, %} — R, definite prin f(x)= J.tsin 2tdt, respectiv
0

cos? x

g(x) = '[ arccos~/tdt .

0
a) Demonstrati ca functia g este descrescatoare.

b) Aratati ca f(x)+g(x)= % pentru orice X € [0, %} :

Supliment Gazeta Matematica nr. 11/2022

SUBIECTUL 3

Demonstrati ca (ZxZ, +) nu este izomorf cu (Z, +), unde (ZxZ, +) este produs direct de grupuri.

Nelu Chichirim

SUBIECTUL 4

a) Determinati primitivele functiei g :R — R, g(x)=x-e".

b) Sa se arate ca exista o infinitate de functii nemonotone f :R — R care admit o primitivd F:R > R
cu proprietatea ca F(Xx) = f(x)— |X|, vxeR.

Catalin Zirna

Nota:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la 0 1a 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.



