
Barem clasa a IX-a 

(OLM 2023-etapa locală) 
Problema I. (7 puncte)    

 
Inegalitatea este echivalentă cu: 

          𝑎2 + 2𝑎 + 1 + 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐 + 1 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 − 𝑎 + 𝑐 − 1................................................................(3p) 

⟺  (𝑎 + 1)2 + 𝑏2 + (𝑐 − 1)2 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏 − 𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎(𝑐 − 1) + 𝑐 − 1 .............................................................(2p) 

⟺  (𝑎 + 1)2 + 𝑏2 + (𝑐 − 1)2 ≥ (𝑎 + 1)𝑏 + 𝑏(𝑐 − 1) + (𝑐 − 1)(𝑎 + 1), .........................................................(2p) 

ceea ce este adevărat, conform inegalității:   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥. 

 

Problema II. (7 puncte)   

 
Notăm membrul stâng cu  S  şi avem:        
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Această ultimă sumă se mai poate scrie astfel: 

( )
== −

=








−
+=








++++








+++=

65

44

65

44 131

131

131

11

66

1

86

1

87

1

65

1

45

1

44

1

kk kkkk
S  ...........................................(2p) 

Cum 131 este număr prim,  el nu se divide cu nici un factor de la numitor, prin urmare numărul S reprezentat de  

fracţia 
q

p
, are numărătorul divizibil cu 131...........................................................................................................(1p) 

 

Problema III. (7 puncte)  

 
Se arată că punctul 𝐷 se găsește pe cerc................................................................................................................(2p) 

a) Aplicând relația lui Sylvester avem 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ; 𝑂𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 

𝑂𝐻2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐻3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗.....................................................................................(2p) 

            Atunci  𝐻1𝐻2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐻2𝐻3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐻3𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ..........................(1p) 

            Finalizare………………………………………………………………………………………………....(1p) 

b) Se observă că  
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
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𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑂𝐻2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
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𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑂𝐻1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
 , deci segmentele  𝐴𝐻3, 𝐵𝐻2 și 𝐶𝐻1  au același mijloc......(1p)

     

 Problema IV. (7 puncte) 

 

[𝑎] ≤ 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝑅 ⇒ [√𝑛] + [
𝑛−2

3
] + 1 ≤ √𝑛 +

𝑛−2

3
+ 1 ................................................. .......................................(3p) 

Prin ridicare la pătrat, efectuând calculele, obținem  4𝑛2 + 1 ≤ 13𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 .........................................................(2p) 

Așadar  𝑛 < 4 ⇒ 𝑛 ∈ {0, 1, 2, 3}..............................................................................................................................(1p) 

𝑛 = 3 nu verifică ecuația dată ⇒ 𝑆 = {0, 1, 2}.........................................................................................................(1p) 


