
Barem clasa a XI-a 

(OLM 2023-etapa locală) 
 Problema I. (7 puncte)    

Aplicând proprietățile determinanților, avem  ∆= |
𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑐2

𝑏(𝑐 − 𝑎) 𝑐 − 𝑎 𝑎2 − 𝑐2

𝑎(𝑐 − 𝑏) 𝑐 − 𝑏 𝑏2 − 𝑐2
|= ..............................................(1p) 

=(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) |
𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑐2

𝑏 1 −(𝑎 + 𝑐)

𝑎 1 −(𝑏 + 𝑐)
| = (𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) |

𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑐2

𝑏 1 −(𝑎 + 𝑐)
𝑎 − 𝑏 0 𝑎 − 𝑏

| =  ...............................(2p) 

=(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏) |
𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑐2

𝑏 1 −(𝑎 + 𝑐)
1 0 1

|=(𝑎 − 𝑐)(𝑐 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)..........(2p) 

          

 ∆= 0 ⇔ 𝑎 = 𝑏 sau 𝑏 = 𝑐 sau 𝑐 = 𝑎, adică triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este isoscel. .............................................................(2p) 

Problema II. (7 puncte)   
a) Se verifică prin calcul direct sau cu ecuația lui Cayley- Hamilton. .................................................................(2p) 

b) Se dem. prin inducție matematică   𝑃(𝑛):  𝐴𝑛 − 𝐵𝑛 =
1

2
(5𝑛 − 3𝑛)(𝐴 − 𝐵) 

I. Etapa de verificare : 𝐴1 − 𝐵1 =
1

2
(51 − 31)(𝐴 − 𝐵).....................................................................................(2p) 

II. Etapa de demonstrație :presupunem 𝑃(𝑘)adevărată pentru orice 𝑘 ≤ 𝑛 și vom arăta că 𝑃(𝑛 + 1)este adevărată 

          Știm că 𝐴2 = 8𝐴 − 15𝐼2, de unde prin înmulțire cu 𝐴𝑛−1, obținem 𝐴𝑛+1 = 8𝐴𝑛 − 15𝐴𝑛−1 și analog  

           𝐵𝑛+1 = 8𝐵𝑛 − 15𝐵𝑛−1.......................................................................................................................................(1p)

  Se efectuează calculele  𝐴𝑛+1 − 𝐵𝑛+1 = 8(𝐴𝑛 − 𝐵𝑛) − 15(𝐴𝑛−1 − 𝐵𝑛−1) = 

8 ∙
1

2
(5𝑛 − 3𝑛)(𝐴 − 𝐵) − 15 ∙

1

2
(5𝑛−1 − 3𝑛−1)(𝐴 − 𝐵)= 

1

2
(5𝑛+1 − 3𝑛+1)(𝐴 − 𝐵)  ……...................(2p)        

Problema III. (7 puncte)  
În mod evident şirul este strict crescător şi mărginit inferior...................................................................................(1p) 

   Avem:      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

++

−+
=

++
=

+ +++ + 111 12
11

1

11

1

1

1

k kk kk k
kkk

kk

kkkkk
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1111 21

1

1

1

11

1

1

1

+ ++++ ++
−

+


++
−

+
=

k kk kk kk k
kkkkkkkk

 deoarece  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) kkkk

k kk k
kk

kkkk

212

2 11

22

12
21

1

11

1 +++

+ ++

++
++


++

  evident adevărată..........................................(3p) 

În inegalitatea: 
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2

2
na  şi prin urmare şirul este mărginit şi superior, deci este convergent .....(3p) 

Problema IV. (7 puncte) 
Din dezvoltarea binomială avem relațiile: 

(44 + √2023)
𝑛

= 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ∙ √7  și  (44 − √2023)
𝑛

= 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ∙ √7  ..............................................................(2p) 

Din suma celor două relații avem  𝑎𝑛 =
(44+√2023)

𝑛
+(44−√2023)

𝑛

2
  și 𝑏𝑛 =

(44+√2023)
𝑛

−(44−√2023)
𝑛

2√7
 ..................(2p) 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= lim

𝑛→∞

(44+√2023)
𝑛

∙[1+(
44−√2023

44+√2023
)

𝑛

]

(44+√2023)
𝑛

∙[1−(
44−√2023

44+√2023
)

𝑛

]

∙
2√7

2
= √7  ..........................................................................................(3p) 


