Olimpiada Nationala de Matematici, etapa locaf (OLM), Caras — Severin, 18.02.2023, Clasa a Xll-a
(barem de evaluare + notare)

Problema 1.Pe mufimea numerelor reale se defitelegea de compagig X[y = X+ Y+ Xy si se noteax

Xg =X* X5 X OnON'. Determing:

n dex
(a) numerele real& care, in raport cu leged" , sunt egale cu simetricele lor.

(b) numerele realg pentru careyg =63.

() Numerele realék pentru care mgimea M = [k,+00) este parte staliila lui R n raport cu leged*" .

2

(@) Elementul neutru este = 0si simetricul lui XOR\{-1} este X = —1%; se oljine P

x {0, 2.

. _— _ n * 1p

(b) Se demonstreadnductiv & X, =(x+1)" =1,0n0ON
y{3,3 1p
(c) Una dintre metodele posibile: pentte y = k se ohine k?+2k =k, de unde

kO (~c0,~1] O[0,+e).

Pentruk <-1, luim x=ksi avem & existt Y[1M,y > 0,suficient de mare, astfel incat 2p

x* y<k (de exemplu, pentry = k?, se oline x* y =K( k? +k +1) <k).

Asadark {1} O p, +00).
Se demonstreaimediat @,intr-adevir, H = [—1,+00) este stabil fata de leged™" si ca 1p
M = [k, +00) este stabil pentru oricek = 0.

Problema 2.Se considerfungiile f,g:R - R, f (X)=sinx,g (X)= coxsi
x+f(x)-g(x)-1
x+e+f(x)

h:[0,77] - R h(x)=

Q

(a) Determingi numerele realea] (O,]T) pentru care ( f(x)+ J3 (g (X))dx =1++/2.

o
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(b) Determinai numirul real p =Ih(x)dx.

0
(a) Egalitatea din engrconduce Ia\/§ sina-— COSiZ\/_E 2p
Una dintre metodele posibile\:/—ésina—l' cosa=ﬁ = sirEa—l—Tj =£2 si
2 2 2 6 2 2p
o[m 1)
12 12
(b) Considerand funa u:[0,77] - R,u(x)=x+€* + f (x), deducem:
_u/
h(x) =2 U ) e daa H () = h(x), atunci
U(X) 3 p
H(x)=x-In (X+ e+ Sinx) +C ; numirul cerut estep = 77— In (]T+ e”).
Problema 3. Se considérun grup finit multiplicativG. Aritati ci, daé@ f :G - G, f(X)= x? este un
automorfism al grupulus, atunci grupul este abelighordinul grupului este un numimpar.
f(xy)=f(x)f(y),Ix,ydG = xyxy = xxyy,Ux,y O G; prin simplificare la stanga cusi la 4p
dreapta cly se oljine c grupul este abelian.
Deoarecef (€) =€, se deducei f (x) # &, OxJG \{ €} , ayadar x# x 1, 0x0G \{ ¢} ; putem
grupa astfel elementele nguhii G \{e} in perechi diferite de elemente distincte de for(max_l) , 3p
asadarG \{e} are un nurir par de elementg concluzia se impune.
Problema 4.Se considerfungia f :[0,m] - R, f(X) = ! ,m(0,1).
1-x°
1
t m 1 2 n
(a) Determinai numarul real t stiind ci sz [F (X)dx =—. (b) Aritati ca —SI f(X)dx<—.
0 18 2 ° 6
‘ (9 s ¥
@ szU(x)dx:—q—z—mrcsir(ts)=£:t:— 3p
3 32 3 18 2
o (<)
(b) Pentru oricex[0, m] sunt adesrate inegalitgile 1— x*<1-x%<1 si se ajunge astfel 4p
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V1-%?

1
1 % 1
imediat lal< f (x)< =2 [RICIIE arcsin_ =
0
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