Olimpiada Nationala de Matematica, etapa localid (OLM), Caras — Severin, 18.02.2023,

Clasa a X-a

Problema 1. Determinati numerele reale a pentru care f’/? —a2 +§/7 +av2 =2

Supliment GM 10/2022

Notim x=3/7—av/2,y =37 +a2 siastfel (x+y)° =8=>x%+y° +3xy(x+y) =8 3p
Se obtine imediat 14+6-\3/49—2a2 =8=ae{-55} 4p

este numar

Problema 2. (a) Aratati ca, daca A=1log,;98si B=1log, 28, atunci C = AL +
rational.

Supliment GM 11/2022

(b) Rezolvati ecuatia a*?=(1-a)-x+4a—3,unde a>0,a=1, este un numdr real fixat.

***k

(@) log;2=A-2,log,7=B-2 1p

A-1=log,;14,B—1=log,14 1p
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(b) Pentru ae(1,+) functiile f,g:R—>R, f(x)=a,9(X)=@1-a)-x+4a—3 sunt 2p

strict monotone, de monotonii diferite

Analog pentru a €(0,1) ; asadar x =3 este unica solutie a ecuatiei. 2p
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Problema 3. Fie ze C si a> 0, astfel incat
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Problema 4. (a) Dati un exemplu de functie f :7Z —>Z care este injectiva, dar nu este surjectiva si un

exemplu de functie g:7Z — Z care este surjectiva, dar nu este injectiva.
(b) Determinati numarul h(2023) stiind ca h: R — R este o functie injectiva cu proprietatile:
(M h@ =1

(1) h(x)-h(y) =x-h(y) +y-h(x) —h(xy), vx,y € R.

Etapaall a, ONGM 2021

(a) Exemplu corect si justificat de functie f, exemplu de functie g (la fel, corect...) 2p
(b) Pentru x=y=0 se obtine h(0)=0 sau h(0) =-1. 1p
Daca h(0)=0 , atunci, pentru x =y =1, aceeasi egalitate (II) conduce la 2p

h(1) =0 (contradictie cu injectivitatea) sau h(l) =1, contradictie cu (I).

Asadar h(0)=-1 si, pentru y =0 in (II), se obtine h(x) =x-1. 1p

Aceasta functie verifica (!!!) ecuatia din ipoteza, deci h(2023) =2022. 1p




