
 

 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

  ETAPA LOCALĂ, 11.02.2023   

CLASA a 11-a 

SOLUŢII ŞI BAREME ORIENTATIVE 

Notă: Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. Se acordă numai punctaje întregi. Orice altă 
rezolvare se asimilează conform baremului. 

 

Enunţ subiectul 1, autori Ana-Maria și Daniel Petriceanu 

a) Fie 𝑨, 𝑩 ∈ 𝓜𝒏(ℂ) astfel încât 𝑨𝑩 = 𝑩𝑨 și 𝑨𝟐𝟎𝟐𝟑 = 𝑩𝟐𝟎𝟐𝟑 = 𝑰𝒏. Demonstrați că 𝒅𝒆𝒕(𝑨 + 𝑩) ≠ 𝟎. 
b) Demonstrați că nu există 𝑨 ∈ 𝓜𝟐(ℚ) astfel încât 𝒅𝒆𝒕൫𝑨𝟐 − 𝟐𝑰𝟐൯ = 𝟎 și 𝐝𝐞𝐭൫𝑨𝟐 − 𝟑𝑰𝟐൯ = 𝟎. 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

a) Din ipoteză: (𝐴 + 𝐵)(𝐴ଶ଴ଶଶ −  𝐴ଶ଴ଶଵ𝐵 + ⋯ + 𝐵ଶ଴ଶଶ) = 𝐴ଶ଴ଶଷ + 𝐵ଶ଴ଶଷ = 2𝐼௡  2p 

Rezultă 𝐴 + 𝐵 este inversabilă, deci det (𝐴 + 𝐵) ≠ 0. 1p 

b) Presupunem că există 𝐴 cu proprietățile cerute. Avem 𝑑𝑒𝑡൫𝐴 − √2𝐼ଶ൯൫𝐴 +

√2𝐼ଶ൯ = 0  

⇔  𝑑𝑒𝑡൫𝐴 − √2𝐼ଶ൯ = 0 sau 𝑑𝑒𝑡൫𝐴 + √2𝐼ଶ൯ = 0. 

2p 

Fie 𝑑𝑒𝑡൫𝐴 − √2𝐼ଶ൯ = 0, rezultă 𝑑𝑒𝑡(𝐴) + 2 − √2 𝑡𝑟(𝐴) = 0. Deoarece 𝑑𝑒𝑡(𝐴), 

𝑡𝑟(𝐴) ∈ ℚ, rezultă 𝑡𝑟(𝐴) = 0 și 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = −2. 

1p 

Din teorema Hamilton- Cayley rezultă 𝐴ଶ − 2𝐼ଶ = 𝑂ଶ, iar 𝑑𝑒𝑡(𝐴ଶ − 3𝐼ଶ) = 1. Fals. 

Analog pentru det൫𝐴 + √2𝐼ଶ൯ = 0. 

Obs. Se poate folosi în rezolvare polinomul caracteristic al unei matrice. 

1p 

 

Enunţ subiectul 2, autori Costel Chiteș și Daniel Petriceanu 

Fie mulțimea 𝑴 = {𝑨 ∈ 𝓜𝒏(ℝ)|𝐝𝐞𝐭 (𝑨) ≠ 𝟎}, 𝒏 ∈ ℕ, 𝒏 ≥ 𝟑 și 𝒇: 𝑴 → 𝑴, 𝒇(𝑨) = 𝑨∗, unde 𝑨∗ 
reprezintă matricea adjunctă a matricei 𝑨. 
a) Dacă 𝒏 este număr par, demonstrați că 𝒇 este funcție bijectivă. 
b) Este 𝒇 funcție bijectivă dacă 𝒏 este număr impar? 
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Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

a) Fie 𝐵 ∈ 𝑀, 𝑓(𝐴) = 𝐵. Atunci 𝐴∗ = 𝐵. Notăm 𝑑 = 𝑑𝑒𝑡(𝐴), 𝑑 ≠ 0. 

Deoarece 𝐴 este inversabilă, atunci 𝐴∗ = (𝑑𝑒𝑡 𝐴) ⋅ 𝐴ିଵ ⇔ 𝐴∗ = 𝑑𝐴ିଵ, rezultă  

𝑑𝐴ିଵ = 𝐵 ⇒ det(𝑑𝐴ିଵ) = det(𝐵) ⇔ 𝑑௡ିଵ = det(𝐵) ⇔ 𝑑 = ඥdet(𝐵)
೙షభ

, 𝑛 − 1 
este număr impar. 

3p 

Am obținut că ൫ √𝑑𝑒𝑡 𝐵
೙షభ

൯𝐴ିଵ = 𝐵 ⇔ 𝐴ିଵ =
ଵ

ඥୢୣ୲(஻)
೙షభ 𝐵 1p 

Obținem că 𝐴 = ඥ𝑑𝑒𝑡(𝐵)
೙షభ

𝐵ିଵ𝜖𝑀. Ecuația considerată are soluție unică, deci 
funcția 𝑓 este bijectivă. 

1p 

b) Fie 𝐴ଵ = 𝐼௡ și 𝐴ଶ = −𝐼௡. Deoarece 𝑑𝑒𝑡(𝐴ଵ) = 1 și 𝑑𝑒𝑡(𝐴ଶ) = −1, rezultă 
𝐴ଵ, 𝐴ଶ ∈ 𝑀. 
𝑓(𝐴ଵ) = 𝐼௡,  iar 𝑓(𝐴ଶ) = 𝐼௡. Rezultă că funcția 𝑓 nu este injectivă, deci nu este 
bijectivă. 

2p 

Enunţ subiectul 3, autor Nicolae Mușuroia ( Gazeta Matematică) 

Fie șirul (𝒂𝒏)𝒏ஹ𝟏 cu termenii strict pozitivi dat de relația 𝒂𝒏ା𝟏 = 𝒍𝒏(𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒏), 𝒏 ≥ 𝟏. 

Determinați 𝐥𝐢𝐦
𝒏→ஶ

ቀ
𝒂𝒏శ𝟏

𝒂𝒏
− 𝟏ቁ 𝒆𝒂𝒏. 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

Relația de recurență se poate scrie 𝑎௡ାଵ = 𝑙𝑛(𝑒௔೙ + 𝑎௡), ∀𝑛 ∈ ℕ∗. Deoarece 𝑎௡ > 0, 
rezultă 𝑙𝑛(𝑒௔೙ + 𝑎௡) > 𝑙𝑛 𝑒௔೙ = 𝑎௡, atunci 𝑎௡ାଵ > 𝑎௡ , ∀𝑛 ≥ 1. Am demonstrat că 
(𝑎௡)௡ஹଵ este șir strict crescător. 

3p 

Din teorema lui Weierstrass pe ℝഥ   rezultă că există 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑎௡ = 𝐿,  𝐿 ∈ ℝഥ . Presupunem că 

 𝐿 ∈ ℝ, din relația de recurență obținem 𝐿 = 𝑙𝑛(𝑒௅ + 𝐿) ⇔ 𝐿 = 0. Fals. Rezultă că 𝐿 =

∞. 

2p 

Pe de altă parte 𝑎௡ାଵ − 𝑎௡ = 𝑙𝑛 ቀ1 +
௔೙

௘ೌ೙
ቁ, iar 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ

௔೙

௘ೌ೙
= 0. 1p 

Obținem ቀ
௔೙శభ

௔೙
− 1ቁ 𝑒௔೙ =

௟௡ቀଵା
ೌ೙

೐ೌ೙ቁ
ೌ೙

೐ೌ೙

, rezultă că există 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

ቀ
௔೙శభ

௔೙
− 1ቁ 𝑒௔೙ = 1. 

1p 

 

Enunţ subiectul 4, autor Daniel Petriceanu 

a) Fie (𝒙𝒏)𝒏ஹ𝟏 un șir de numere reale definit prin 𝒙𝒏ା𝟏 = |𝒙𝒏 − 𝟏|, ∀𝒏 ≥ 𝟏, 𝒙𝟏 = 𝒂, 𝒂 ∈ ℝ. 
Determinați toate valorile lui 𝒂 ∈ ℝ astfel încât șirul (𝒙𝒏)𝒏ஹ𝟏 să fie convergent. 



b) Demonstrați că șirul (𝒚𝒏)𝒏ஹ𝟏, definit prin 𝒚𝒏 = 𝒔𝒊𝒏𝒏𝟐, ∀𝒏 ≥ 𝟏, nu are limită. 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

a) Dacă 𝑎 ≥ 0, notăm 𝑝 = [𝑎], rezultă 𝑥௣ାଵ = 𝑎 − [𝑎] = {𝑎}, 𝑥௣ାଵ ∈ [0; 1). 1p 

Avem 𝑥௣ାଶ = ห𝑥௣ାଵ − 1ห = 1 − 𝑥௣ାଵ, 𝑥௣ାଷ = ห𝑥௣ାଶ − 1ห = 𝑥௣ାଵ. Obținem  

𝑥௣ା௡ = 𝑥௣ାଵ, ∀𝑛 ∈ ℕ, n număr impar și 𝑥௣ା௡ = 1 − 𝑥௣ାଵ, ∀𝑛 ∈ ℕ∗, n par. 

Șirul (𝑥௡)௡ஹଵ este convergent dacă și numai dacă 𝑥௣ାଵ = 1 − 𝑥௣ାଵ ⇔ 𝑥௣ାଵ =

{𝑎} =
ଵ

ଶ
. Rezultă 𝑎 = 𝑝 +

ଵ

ଶ
, 𝑝 ∈ ℕ. 

2p 

Dacă 𝑎 < 0, atunci 𝑥ଶ > 1, din cazul precedent rezultă 𝑎 = 𝑗 +
ଵ

ଶ
, 𝑗 ∈ ℤ∗, 𝑗 < 0. 

Soluția problemei este 𝑎 = 𝑗 +
ଵ

ଶ
, 𝑗 ∈ ℤ. 

1p 

b) Presupunem că există 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑦௡ = 𝐿, 𝐿 ∈ [−1; 1]. Avem 𝑦ଷ௡ + 𝑦ଶଵ௡ =

2𝑦ଵହ௡ 𝑐𝑜𝑠(216𝑛ଶ),  
rezultă 𝐿 = 0 sau există 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ
𝑐𝑜𝑠(216𝑛ଶ) = 1.  

1p 

Dacă există 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑐𝑜𝑠(216𝑛ଶ) = 1, atunci există 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑠𝑖𝑛(216𝑛ଶ) = 0, rezultă 

există 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑠𝑖𝑛(432𝑛ଶ) = 0 și 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑠𝑖𝑛(1296𝑛ଶ) = 0, deci 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑦ଷ଺௡ = 0 , rezultă  

𝐿 = 0. 

1p 

Avem 𝑦௡ାଵ = 𝑦௡ 𝑐𝑜𝑠(2𝑛 + 1) + 𝑐𝑜𝑠(𝑛ଶ) 𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1), rezultă 
 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑐𝑜𝑠(𝑛ଶ) 𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1) = 0 și 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1) = 0. 

Notăm 𝑧௡ = 𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1). Deoarece 𝑧ଶ௡ାଵ − 𝑧ଶ௡ିଵ = 2 𝑠𝑖𝑛 2 𝑐𝑜𝑠(4𝑛 + 1), rezultă 
că există 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ
𝑐𝑜𝑠(4𝑛 + 1) = 0. Fals. 

Așadar,  șirul (𝑦௡)௡ஹଵ nu are limită. 

1p 

 


