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CLASAa1ll-a
SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice alta
rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiectul 1, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu

a) Fie A, B € M,,(C) astfel incat AB = BA si A?°23 = B2023 = [ Demonstrati cd det(A + B) # 0.
b) Demonstrati c nu existd A € M, (Q) astfel incat det(A? — 21,) = 0si det(4% — 31,) = 0.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Din ipotezd: (A + B) (42022 — A2021p 4 ... 4 p2022) = 42023 4 p2023 — 7 2p
Rezultd A + B este inversabild, deci det (A + B) # 0. 1p
b) Presupunem ca exista A cu proprietatile cerute. Avem det(A - \/ZIZ)(A + 2p
V2I,) =0

& det(A—2I,) = 0saudet(A +V2I,) = 0.

Fie det(A — \/EIZ) = 0, rezult3 det(4) + 2 — V2 tr(A) = 0. Deoarece det(A), 1p

tr(A) € Q, rezulta tr(A) = 0 sidet(4) = —2.

Din teorema Hamilton- Cayley rezultd A%2 — 21, = 0,, iar det(A4% — 31,) = 1. Fals. 1p

Analog pentru det(A + \/512) =0.

Obs. Se poate folosi in rezolvare polinomul caracteristic al unei matrice.

Enunt subiectul 2, autori Costel Chites si Daniel Petriceanu

Fie multimea M = {A € M,,(R)|det (A) #0},ne NNn=>3sif:M - M, f(A) = A%, unde A"
reprezinta matricea adjuncta a matricei A.

a) Daca n este numar par, demonstrati ca f este functie bijectiva.

b) Este f functie bijectiva daca n este numar impar?



Detalii rezolvare

Barem

asociat
a) Fie B € M, f(A) = B. Atunci A* = B. Notdam d = det(4),d # 0. 3p
Deoarece A este inversabild, atunci A* = (det A) - A™! & A* = dA™ 1, rezults
dA™! = B = det(dA™") = det(B) & d"! = det(B) & d = ""y/det(B),n — 1
este numar impar.
Am obtinut cd (" Vdet B)A"l! =B & A7t = %B 1p
Obtinem ca A = " det(B) B~'eM. Ecuatia consideratd are solutie unica, deci 1p
functia f este bijectiva.
b) Fie A; = I,, si A, = —I,,. Deoarece det(A;) = 1sidet(A,) = —1, rezultd 2p

Ai,A; EM.
f(4,) =L, iar f(A,) = I,,. Rezultd ca functia f nu este injectiva, deci nu este

bijectiva.

Enunt subiectul 3, autor Nicolae Musuroia ( Gazeta Matematicd)

Fie sirul (a,;),>1 cu termenii strict pozitivi dat de relatia a,,,1 = In(a; + a, + -+ a,),n > 1.

Determinati lim (a"” - 1) e,
n

—00 an

Detalii rezolvare Barem
asociat
Relatia de recurentd se poate scrie a,., = In(e“r + a,), vn € N*. Deoarece a,, > 0, 3p
rezultd In(e® + a,) > lne% = a,, atunci a,,4 > a,, Vn = 1. Am demonstrat c
(an)ns1 este sir strict crescator.
Din teorema lui Weierstrass pe R rezultd cé existd lima, = L, L € R. Presupunem ca 2p
n—oo
L € R, din relatia de recurentd obtinem L = In(e’ + L) © L = 0. Fals. Rezultd ci L =
0,
Pe de altd parte a,,41 — a, = In (1 + ﬂ) iar lim - =0 1p
p n+1 n ean )’ n—oo €91 )
In(1+3n 1p
Obtinem (M — 1) edn = #, rezultd c3 existd lim (a"“ — 1) edn =1.
an ea_n n—oo an

Enunt subiectul 4, autor Daniel Petriceanu

a) Fie (X, )p>1 un sir de numere reale definit prin x,,,1 = |x, —1|,vn > 1,x; = a,a € R.

Determinati toate valorile lui a € R astfel incat sirul (x,,),,>1 sa fie convergent.




b) Demonstrati ¢ sirul (y,,) 1, definit prin y,, = sinn?, vn > 1, nu are limita.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Dacd a = 0, notdm p = [a], rezultd x4 = a — [a] = {a}, x,41 € [0; 1). 1p
Avem xp+2 = |xp+1 - 1| =1- xp+1, .xp+3 = |xp+2 - 1| = xp+1. Obtlnem zp

Xp+n = Xp+1, Y7 € N, n numarimpar si xp1n = 1 — xp41, V1 € N¥, n par.

Sirul (xy,)n>1 este convergent dacd si numaidacd Xp4q = 1 — Xpyq © Xpyq =

{a} = % Rezultda =p +%,p € N.

Daca a < 0, atunci x, > 1, din cazul precedent rezulta a = j +%, JEZ, j<O. 1p

Solutia problemei este a = j + %,j € Z.

b) Presupunem ca existd limy, = L,L € [—1; 1]. Avem Yz, + V15, = 1p
n-oo
2y15, c0S(21602),
rezultd L = 0 sau existd lim cos(216n?) = 1.
n—oo
Dacd existd lim cos(216n?) =1, atunci existd lim sin(216n?) = 0, rezults 1p
n—oo n-oo
existd lim sin(432n?) = 0 si lim sin(1296n2) = 0, deci limys¢, = 0, rezultd
L=0.
Avem v, .1 = Y, cos(2n + 1) + cos(n?) sin(2n + 1), rezultd 1p

lim cos(n?)sin(2n + 1) = 0si lim sin(2n+ 1) = 0.
n—oo n—-oo

Notam z,, = sin(2n + 1). Deoarece Zyp 11 — Zon_1 = 2 sin 2 cos(4n + 1), rezultd

ca exista lim cos(4n + 1) = 0. Fals.
n—oo

Asadar, sirul (y,),s1 nu are limita.




