
 
 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 
  ETAPA LOCALĂ, 11.02.2023   

CLASA a 12-a 
SOLUŢII ŞI BAREME ORIENTATIVE 

 
Notă: Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. Se acordă numai punctaje 

întregi. Orice altă rezolvare se asimilează conform baremului. 
  
Problema 1 (Gazeta Matematică) 

Determinaţi funcţiile 𝑓: (0,∞) → (0,∞) care au simultan proprietăţile: 
a) 𝑓 este bijectivă, derivabilă, cu 𝑓′(𝑥) ≠ 0, pentru orice 𝑥 ∈ (0,∞); 
b) 𝑓 admite o primitivă 𝐹 cu proprietatea că 𝐹 ∘ 𝑓ିଵ este o primitivă a funcţei 𝑓ିଵ. 
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Ştiind că (𝑓ିଵ)′(𝑥) =
ଵ

௙ᇱ൫௙షభ(௫)൯
, ∀𝑥 ∈ (0,∞)) şi că (𝐹 ∘ 𝑓ିଵ)′(𝑥) = 𝑓ିଵ(𝑥) se 

obţine 𝑥 = 𝑓′൫𝑓ିଵ(𝑥)൯𝑓ିଵ(𝑥), ∀𝑥 ∈ (0,∞). 
2p 

Deducem că 𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝑥) ⋅ 𝑥, ∀𝑥 ∈ (0,∞)). 2p 
Integrând obţinem ln൫𝑓(𝑥)൯ = ln𝑥 + 𝑐, ∀𝑥 ∈ (0,∞) cu 𝑐 ∈ ℝ. 1p 
De aici se obţine 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥, ∀𝑥 ∈ (0,∞), unde 𝑘 este un număr real pozitiv. 

 
2p 

 
 
 Problema 2 (autor Ovidiu Șontea) 

Pe mulţimea numerelor reale se consideră legea asociativă 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 3𝑥 − 3𝑦 + 12. 
Determinaţi numerele reale 𝑎 şi 𝑏 pentru care mulţimea 𝐺 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥ଶ + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0} ⊂
[2,4] este parte stabilă a mulţimii numerelor reale în raport cu legea dată, iar (𝐺,∘) este 
grup. 
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Se observă că |𝐺| ≤ 2. Din 𝑒 ∘ 𝑒 = 𝑒 obţinem 𝑒 = 3 sau 𝑒 = 4 2p 
Dacă 𝑒 = 3 atunci 𝑥 ∘ 𝑒 = 3, ∀𝑥 ∈ 𝐺, deci 𝐺 = {3}, de unde 𝑎 = −6, 𝑏 = 9 
 

2p 

Dacă 𝑒 = 4, atunci 𝐺 = {4} - caz în care 𝑎 = −8, 𝑏 = 16 
 

2p 

sau 𝐺 = {4, 𝑥}, cu 𝑥 ∘ 𝑥 = 4, de unde 𝑥 = 2, caz în care 𝑎 = −6, 𝑏 = 8 1p 
 
 Problema 3 (autori Costel Chiteş , Vlad Drinceanu) 

Să se calculeze :   
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Prin aplicarea teoremei de medie, deducem existenţa 
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 Problema 4 (***) 
Fie (𝐺,⋅) un grup finit p̧entru care există un automorfism al său 𝑓: 𝐺 → 𝐺 având proprietăţile: 
𝑓(𝑥) ≠ 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐺\{𝑒} şi (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐺. 
a) Arătaţi că funcţia 𝜎: 𝐺 → 𝐺, 𝜎(𝑥) = 𝑥ିଵ ⋅ 𝑓(𝑥) este bijectivă; 
b) Arătaţi că (𝐺,⋅) este grup abelian. 
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a) Într-adevăr, se presupune că 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 cu 𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑦); atunci 𝑥ିଵ ⋅ 𝑓(𝑥) =
𝑦ିଵ ⋅ 𝑓(𝑦) şi 𝑓(𝑥 ⋅ 𝑦ିଵ) = 𝑥 ⋅ 𝑦ିଵ. Cum 𝑓(𝑥) = 𝑥 implică 𝑥 = 𝑒, deducem că 
𝑥 = 𝑦, deci 𝜎 este injectivă, iar cum 𝐺 este finit, va rezulta că 𝜎 este bijectivă. 
 

3p 

b)Din a) deducem că fiecare element 𝑥 ∈ 𝐺 poate fi scris în mod unic ca 𝑥 =
𝑦ିଵ𝑓(𝑦) pentru un 𝑦 ∈ 𝐺. 

2p 

Astfel, avem 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)ିଵ𝑓൫𝑓(𝑦)൯ = 𝑓(𝑦)ିଵ𝑦 = 𝑥ିଵ 
deci pentru orice 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, avem 𝑏ିଵ𝑎ିଵ = (𝑎𝑏)ିଵ = 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) =
𝑎ିଵ𝑏ିଵ. 

 

2p 

 


