SOCIETATEA DE INSPECTORATUL SCOLAR
MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE STIINTE MATEMATICE AL MUNICIPIULUI

DIN ROMANIA BUCURESTI

CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA ,,A. HAIMOVICI”
— ETAPA LOCALA, 11.02.2023 —

CLASA a XII-a
SECTIUNEA H1

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice alta
rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1:

1
Pe multimea M = (0,—] , se considera legea de compozitie x * y = ald , pentru

4 20xy—4x—-4y+1

orice x,ye M .

1

2p a) Ardtaticad x*y = " 1 , pentru orice x,ye M .
——4 || —4 |+4
X Y

2p b) Determinati elementul neutru al legii de compozitie.

. . 11 . .
3p ¢) Fie multimea 4 = {—,—} ,unde n,m € N,n>m >4 . Aratati ca multimea 4 nu este parte
n m

stabild a lui M 1n raport cu legea de compozitie data.

Detalii rezolvare Barem
asociat
) 1 1 1 X%y . 2p
. = = = , pentru
1-4x)(1-4 1-4y—-4x+16xy +4x
(1_4j l_4 +4 ( X)( y)+4 y y y
X Y Xy Xy

orice x,y e M

b) Legea are element neutru daca existd e € M astfel incat x*e=e*x=x,Vxe M

X*e=x=> 1 11 =x deci (1—4)(1—4}%:l:(l—4j(l—5)=0 1p
(_4)(_4j+4 X e X X e

X e
1 1 1 . 1
——5=0=e=—eM; —*x=x, deci e=— 1p
e 5 5 5
¢) Multimea A este parte stabilda a lui M in raport cu legea de compozitie ,,* ” daca
l>1<ieA,deciputemaveal*i:lsau l*i:i Ip
n m n m n n m m
1 1 1 1
—k— = =—:>(n—4)(m—4)+4:n:>(n—4)(m—5):O 1p

n m (n—4)(m—4)+4 n
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cumn#4=>m=3 si A:{l,e}

n

l>l<l:l:>(n—4)(n—4)+4:n:>nzScarenuconVine

n n n

saul*l:l:(n—4)(n—4)+4:5:n:3 sau n =15 care nu convin P
n n

In concluzie, multimea 4 nu este parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie data

Enunt subiect 2:

Pe multimea C se defineste legea de comporzitie z, * z, = az,” + bz, + ¢, unde a,b,c sunt
numere reale nenule fixate.
3p a) Determinati numerele a,b,c € R pentru care are loc egalitatea

[i*(=i) ]+ [ (20)*(=2i) |+ ...+ [ (ni)*(—ni) | = 5n[ 10— (n+1)(2n+1)—4(n+1)i ],

. *
pentru orice n € N .

c

4p  b) Aritati ca |z[ <2 Ak pentru orice ze€ C\R, cu proprietatea ci z*z=0.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a)
[i%(=i) ]+ [(20)#(<20) ]+ oo+ [ (ni) (i) ] = a1 +2* +.ct n? ) =bi(14+ 2+ .4 n) 4 nc | 1P

Egalitatea din enunt este echivalenta cu

n{c—a(n+l)6(2n+l)—b(n;l)i}:5n[10—(n+1)(2n+1)—4(n+1)i], VneN Ip
a=30,b=40 si c=50 1p

b) z*z=0< az’ +bz+c=0 care, fiind o ecuatie cu coeficienti reali, va avea ca solutii

. . . . . - b . - c .
numerele z si z ; folosind relatiile lui Viete, obtinem z+z=-—si zz=—, deci
a a 2p

|z +2]=

s ‘ZZ‘ =

b

a

C

a

2 £
, de unde

Rezulta |b|:|a|-|z+;| si |c|:|a|-|z

1p

; ‘

|2+

Avem |Z + ;| < |Z| + |;| = |Z| + |Z| = 2|Z| si inegalitatea din enunt este echivalenta cu

2
&

|2 +7]

1p

2| <2 = |z + z| <2|2|, deci este adevarata
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Enunt subiect 3:
o sin? x > 2'sin" x z % )
2p a) Aratati ca .[ 1 I”ﬁd sica I sin® xdx = IO cos xdx .
1 sin®" x
5p b) Pentru fiecare n e N se considera /, = I - dx.
—72 +1 sin®" x + cos*"
T T . N
Aratati ca /, =—, pentru orice neN".
4
Detalii rezolvare Barem
asociat
V.4 t : 2 T x .2
—_ : . 2 2 _ _ [z g [ A
a) Pentru x = —¢ obtinem: | 1n al sm dt - 2 ?m tdt . 2 im al 1p
2 +1 - 2'+1 - 27 +1
T . % .2 0 . L % 2 % 2
Pentru x =——1 obtinem | 2sin“ xdx = |, sin"| ——¢ |(—dt)=| > cos” tdt = | 2 cos” xdx 1
2 ’ 0 % 2 0 0 p
V4 t 2n V.4 x s 2n
= 2 sin”" ¢ = 2 sin”” x
b) Pentru x = —¢ obtinem /, J._, p S—dt :I_ZE — - s—dx (1) 1p
2 +1 sin® ¢ +cos” ¢ 52" +1 sin™ x+cos
. . . % 1 sin®” x .
Adunand relatia (1) cu relatia 7, =J. a — -—dx, rezulta:
->2"+1 sin”" x+cos™" x
2 2p
4 : 2n V4 : 2n . 2n
Z2°+1 sin”” x sin”" x sin”” x
2In:In+In:I2” — —dx= I dx 2 dx
-2 +1 sin” x+cos™ x -2 sin® x+cos™ 0 sin® x+cos™ x
pa > cos”x
Pentru t = ——x obtinem/, = dx , de unde rezulta ca 1
2n P
2 0 sin”" x+cos>" x
V4
T+ 2n 2n V.4
>smn™ x+cos™ x = —
20, =1,+1,= [ dx=[tdv=x[2=2=1,=2 Ip
0 sin”" x+cos™” 0 0 2

Enunt subiect 4:
arct;
Fie functia derivabila f:R > R, (x) = Io “ear.

2

1
3p a) Aratati ca f'(x) =e" - T pentru orice x € R.
+

) 1x- 1 e Vin
4p b) Aratati ca jo de +— dx =—.
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Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Fie g:R\{%+k7r/keZ %R;g(x):etgzx si G:R\{§+k7r}—>R 0 primitiva a sa

Ip
arct 2 arctgx
jo et ‘dt =G(1) 0 = G (arctgx)—-G(0)
1 1 ' ' 1 X2 1 lp
f (x):(G(arctgx)—G(O)) = G'(arctgx)-(arctgx)' = g (arctgy)- ——=¢" -—

x°+1 x“+1

b) I = E%Z(x)dx = —%E(e_xz ) -f(x)dx = —%(e”‘z f(x) O—J:e_"z -f'(x)dxj = 2p

1) Ul A1 L
_—E[T—f(o)—_[omdx}——E[Ejowtg a’t—arctg,x‘()]——2—e_|.0“etg dt+§

1
> dx+£
x~+1 8

2p

1 I 2
Aplicand substitutia ¢ = arctgx ,se obtine / = —2—'[0 e’
e




