OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023
Solutii

ClasaaV-a

1. In lumea povestilor, numerele naturale se transformd in figuri geometrice respectdnd
urmdtoarele reguli:

(1) Numdrul 0 se transformd in triunghi, numdrul 1 se transformd in pdtrat iar numdrul
2 se transformd in cerc.
(2) x six+3 setransformd in aceeasi figurd geometricd, pentru oricare numdr natural
X.
Ardtati cd:
(a) Orice numdr natural se transformd in triunghi, pdtrat sau cerc.

(b) Suma a oricdror trei numere naturale care se transformd in figuri diferite este un
numdr care se imparte exact la trei.

(¢) Numdrul 2023 nu se transformd in cerc.
Marinela Platon

Solutie.

(a) Dinipoteza, rezultd ca orice numar natural de forma 3k se transforma in triunghi,
orice numar natural de forma 3k + 1 se transforma in patrat si orice numar nat-
ural de forma 3k + 2 se transforma in cerc. Cum orice numar natural este de una
din formele de mai sus, rezultd ca orice numar natural se transforma in triunghi,
PALTAT SAU CETC. v v vttt ete ettt et e e et e e e e et e e e e e e et eeeneenn 3 puncte

(b) Consideram trei numere naturale x, y si z care se transforma in triunghi, patrat
si respectiv cerc. Atunci exista numerele naturale a, b si c astfel incat x =3a, y =
3b+1siz=3c+2. Atunci

X+y+z=0Ba)+Bb+1)+Bc+2)=3(a+b+c+1),

deci suma celor trei numere naturale se imparte exactla3............ .. 3 puncte

(c) Avem 2023 = 3:674 + 1. Atunci numarul 2023 se transforma in patrat, deci nu se
185210 153 £0)0 10 B 1) 0 1101 ) o 1 punct



2. In Regatul Dragonilor existd dragoni rosii §i dragoni verzi. Fiecare dragon rosu are 6
capete, 8 picioare si 2 cozi. Fiecare dragon verde are 8 capete, 6 picioare §i 4 cozi. In
total, dragonii au 44 de cozi. Se mai cunoaste cd picioarele verzi sunt cu 6 mai putine
decdt capetele rosii. Aflati numdrul dragonilor rogii din regat.

Adriana Cataron

Solutie.

Notdm cu x numarul dragonilor rosii si cu y numarul dragonilor verzi..........1 punct
Dragonii rosii au in total 6x capete, 8x picioare si 2x cozi, iar dragonii verzi au in total
8y capete, 6y PICIOAre S14Y COZI. ...vuuiiti et 1 punct
AtUNCi2X+4) =44 G16Y =6X =6 . oeniniii e 2 puncte
Obtinem x+2y =221 Y= X = 1.euiiiiiii i it 1 punct
Gasim x = 8. Deci exista 8 dragoni 1o$ii .........c.covvuiiiiiinii i 2 puncte

3. Intr-o urnd sunt 5 bile rosii, 10 albastre, 7 verzi si 12 galbene. Care este numdrul minim
de bile pe care trebuie sd le extragem din urnd pentru a fi siguri cd existd doud culori
distincte astfel incat, printre bilele extrase, sd gdsim cel putin cdte doud bile de fiecare
din cele doud culori?

Andrei Cataron

Solutie.

Cerinta nu este indeplinitd daca extragem (cel mult) numarul total de bile dintr-o an-
umita culoare sitnca 3 bile....... ... e 3p
Cum numarul maxim de bile de aceeasi culoare este 12, cerinta nu este indeplinita
daca extragem (cel mult) 12+3=15bile.........c..coiiii i 2p
Conform principiului cutiei, cerinta este indeplinita daca extragem cel putin 16 bile.
Deci numarul minim de bile impus de cerinta problemeieste 16..................... 2p

4. (a) Ardtati cda numdrul 2022 se poate scrie ca suma a trei pdtrate perfecte nenule.

(b) Ardtati cd numdrul 2022297 se poate scrie ca suma a trei pdtrate perfecte nenule.

Gazeta Matematica (enunt modificat)

Solutie.

(@) De exemplu, 2022 = 22 132 432 3 puncte
(b) 20222023 = 202220222022 = 20222922 (22 + 132 +43%) ....oviiiiiie 2 puncte
20222023 = (20221011 .2)% 4 (20221011 . 13)" + (20221011 .43)* ... ... 2 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023
Solutii

ClasaaVl-a

1. Alexandra a cumpdrat un atlas geografic pe care a pldatit mai mult de 150 de lei si mai
putin de 200 lei, dar nu isi mai aduce aminte exact pretul. L-a achitat folosind bancnote
de 5 si de 10 lei. Alexandra a retinut doar cd raportul dintre numdrul bancnotelor de 5

2
lei si numdrul bancnotelor de 10 lei folosite a fost de 3

O puteti ajuta pe Alexandra sd isi aminteasca pretul atlasului §i cu cate bancnote de 5
lei si respectiv de 10 lei a pldtit cartea?

Ioana Masca

Solutie.
Notam cu x numarul bancnotelor de 5 lei folosite si cu y numarul bancnotelor de 10
lei folosite. Atunci pretul albumului este 5x+10y.......coooiiiiiiiiiiin 1 punct
Avem 150 <5x+ 10y <200,deci30 < x+2y<40.....coiiriiniiiiininiininnennn 1 punct
Deoarece % = %, avem 2y =3x,iarxesteun numarpar........................ 2 puncte
Rezultd 30 <4x <40,deci 7,5 < X < 10. toueuiniinini i 1 punct
Cum x este un numar par, obfinem X =8........c.covuviiiiiiniiiiiinenenn 1 punct
Prin urmare, Alexandra a folosit 8 bancnote de 5 lei, 12 bancnote de 10 lei pentru a
cumpadra albumul de 8-5lei+12-10lei=1601ei.............cccovvviviiiin...n 1 punct
2. Fie n >4 un numdr natural compus. Ardtati ca numdrul N=1-2-...-(n—-2)-(n—-1) se
divide cu n.
Andrei Cataron
Solutie.
Existaa,be{2,3,...,.n—1}astfelincat n=ab ............ccoueeruuieiiniiuunnn... 1 punct
Dacd a # b atunci numerele naturale a si b sunt doi factori distincti ai produsului
2-...-(n—2)-(n—1). Rezultd ca N este divizibilcun=ab.................... 3 puncte
Daci a = b, atunci n = a®. Cum n > 4, avem a > 2, deci n > 2a. Atunci numerele nat-
urale a si 2a sunt doi factori distincti ai produsului 2-...-(n—2)-(n—1). Rezultd ca N
este divizibil CU 71 = a2 .. ..o 3 puncte



3. Fie unghiurile adiacente AOB i B/O\C, (OM bisectoarea unghiului A/O\B, (ON bisec-
toarea unghiului MOB, iar (OP bisectoarea unghiului AON. Stiind cd OP1OC §si7BOC =
10MOP, determinati mdasurile unghiurilor BOC si AOC.

Gazeta Matematicd, Supliment cu exercitii

Solutie.

Fie 8x masura in grade a unghiului AOB si y masura in grade a unghiului BOC.

(OM bisectoarea unghiului AOB = AOM =BOM =4X.......c.c.evvvinenenn. 1 punct
(ON bisectoarea unghiului BOM = BON=MON =2X ...........c..c.conv .. 1 punct
AON = AOM + MON = 6x;

(OP bisectoarea unghiului AON = AOP=PON =3X........cccccvevininennnn 1 punct
BOP=PON+BON=5x5i MOP=PON—-MON =X..........c0cvevirirrnrnnn, 1 punct
OPL1OC = 5x+y=908i7BOC=10MOP = 7y =10X........cevererenrnn... 1 punct
Atunci 180 = 10x+ 2y =9y, de unde y = 20. Rezulta 10x = 140, deci x = 14. Deducem
BOC=20°8i AOC =8-14°+20° = 132° ... .uiriiie e, 2 puncte

4. Fie un numdr natural n = 3. Pe un cerc se considerd punctele distincte Ay, Ay, ..., An,

astfel incat arcele Ay Az, A2As, ..., Ap—1An, ApAy sunt congruente si Ay € A, Ay,
Ar € A1 As,..., Ay € A1 A1. Demonstrafi cd printre punctele Ay, Ay, As, ..., A, existd

doud puncte diametral opuse, dacd si numai dacd numdrul natural n este par.

Lucica Ghise
Solutie.
_ _ —  —— 360°
A1A2:A2A3 :A3A4:...:An_1An:AnA1 N lpunct

n
I. Presupunem ca n este un numar par. Atunci exista k € N* astfel incat n = 2k. Avem
A1Ap1 = A1Ao+ Ay As+ ...+ A 1 Ax + A Agyr = k-

Aj Si Apyq sunt diametral OPUSE. .. o.vv e ettt 3 puncte
II. Presupunem ca existd p,q € {1,2,...,n}, p < g, astfel incat punctele A, si A; sunt

o

= 180°. Rezulta ca punctele

diametral opuse. Atunci 180° = ApAg=(q—-p)- . Rezulta n = 2(q - p), deci n este

UN NUMAT NATUTAL PAT. .ottt ettt et e et e e e e e 3 puncte
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Solutii

ClasaaVll-a

1. Numerele reale pozitive ay, ap, ..., a3 verificd relatia a, +2az +...+2023axpe3 = 1. Ard-
tati ca

4v/ay +1+4v/2(ay +1) +...+4+/2023(azgp3 + 1) < 2024 -2025.

Lucica Ghise

Solutie.
.. . .. . a+1

Din inegalitatea mediilor rezultd v/a < > A>0 1 punct
Atunci
d4var+1+42(a+1)+...+ 4\/2023((12023 +1)
<21 +1+1)+2Q2ax+2+1)+...+2(2023a2023 +2023+1) . .covvvnneiinn.. 2 puncte
=2(ay +2ax+...+2023ayp23) +2023-20244+2-2023 . ..., 2 puncte
=2-14+2023-2024+2-2023 =2024-2025 .. oo e 2 puncte

2. Fie ABCD un patrulater convex cu proprietatea cd, pentru orice laturd a sa, segmentele
care unesc extremitdtile laturii cu mijlocul laturii opuse sunt congruente. Demonstrati
cd ABCD este dreptunghi.

Ioana Masca

Solutie.

Fie M, N, P si Q mijloacele laturilor AB, BC, CD si respectiv D A.
AP =BPsi MA= MB implici MP 1 AB

CM=DMsi PC=PD implica MP 1L CD

REZUIMA AB || CD ..o e e e e e e e 3 puncte
Analog ardatdam BC || AD. Atunci ABCD paralelogram.......................... 1 punct
AP =BP, AD=BCsi PD=PCimplica AADP=ABCP (LLL) ................ 1 punct
Rezulta ADC = BCD. Dar ADC +BCD = 180°. Atunci ADC = BCD = 90°. Deducem ci
ABCD estedreptunghi ..........oouiiniiiiiii i 2 puncte



3. Fie ABCD un patrulater convex cu A>90° si B> 90°. Demonstrati AB < CD.
Gazeta Matematicd, Supliment cu exercitii (enunt modificat)

Solutie.

Consideram semidreapta (AX L AB, unde X este un punct situat de aceeasi parte cu
varfurile C si D fata de dreapta AB. in AABC, ABC > 90°. Rezulta BAC < 90°. Din
BAC <90° = BAX < BAD rezulta ca semidreapta (AX este situata in interiorul unghiu-
lui CAD. Atunci semidreapta (AX intersecteaza segmentul deschis (CD) intr-un punct
Al 2 puncte
Analog, semidreapta (BY L AB, unde punctul Y este situat de aceeasi parte cu var-
furile C si D fata de dreapta AB, intersecteaza segmentul deschis (CD) intr-un punct

B e 2 puncte
Deducem A'B < CD ... e, 1 punct
Daca AB || CD, atunci AA'B'B este dreptunghi, deci AB=A'B'<CD.......... 1 punct
Dacid AB |fCD, construim A’P 1 BB', P € BB'. Atunci AA' PB este dreptunghi. Rezulta
AB=AP <A B <CD ..o 1 punct

4. La o masd rotundd stau asezate n = 3 persoane astfel incdt vdrsta fiecdreia este me-
dia aritmeticd a varstelor persoanelor aldturate. Ardtati cd suma vdrstelor tuturor per-
soanelor este divizibild cu n.

Andrei Cataron

Solutie.

Presupunem ca cea mai mare dintre varstele persoanelor este v. Daca o persoana are
varsta v, atunci v este media aritmetica a varstelor v, si v, ale vecinilor persoanei re-
] 0101 8 7 O 2 puncte
Dinrelatiile vy < v, vy, <vsivi+vp=2vrezutd vi=vo=vV....ccocoiiiiiinn 2 puncte
Presupunem, prin absurd, ca exista persoane cu varsta mai mica decat v. Atunci exista
o astfel de persoana care std alaturi de o persoana cu varsta v. Dar conform rationa-
mentului anterior, acesta situatie nu este posibila. Deci toate persoanele au varsta v
...2 puncte

Suma varstelor persoanelor este n - v, de unde obtinem concluzia............. 1 punct

Nota. Pentru demonstrarea cazului n = 3 se acordad 3 puncte.
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Solutii

Clasa a VIII-a

1. Fie numdrul A= (9a?+9a+2)(9a® +9a — 22) + 144, unde a € N*.

(a) Ardtaficd A este pdtrat perfect pentru orice numdr a natural, nenul.

(b) Demonstrati cd pentru orice numdr natual nenul a, A este divizibil cu 4.

Mihaela Sintea
Solutie.
(a) Notam n = 9a%+9a+2. Atunci, A=n(n—-24)+ 144 =(n—- 12)2 .......... 2 puncte
A= (9a2+9a—10)2 . o, 1 punct
() 942 +9a—10=(3A—2)(BA+5) + .o 1 punct
Pentru a =2k, ke N*, 3a—-2)(3a+5)=23k—-1)(6k+5).
Pentrua=2k+1, keN, Ba—-2)(3a+5)=2(6k+1)(3k+4).
Deci 9a? + 9a — 10 este divizibil cu 2, pentru oricare ae N* ............... 2 puncte
Rezultd ca Aestedivizibil cud...... ..o 1 punct

2. Aratati ca numdrul natural N = [V1-4] +[V2-5] + [V/3-6] +... + [V/2020 - 2023] este di-

vizibil cu 2023, unde [x] este partea intreagd a numdrului real x.

kxkk

Solutie.

Suma are termenul general [vn(n+3)], unde n€{1,2,...,2000}................ 2 puncte

Pentru n € N*, are loc inegalitatea (n+1)> < n(n+3) < (n+2)%................. 2 puncte

Rezultan+1l<vnn+3)<n+2,deunde[vr(n+3)]=n+1......cccvvvvvu.. 1 punct
. 2023-2020 . NP

Atunci N=2+3+4+...42021 = — = 2023-1010, deci N este divizibil cu 2023

...2 puncte



3. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D' de muchie a. Fie M mijlocul lui AB, N mijlocul lui
AD, iar O centrul fetei ADD' A'.

(a) Demonstrati cd dreapta C' O este perpendiculard pe planul (A’ M D).
(b) Dacd P este mijlocul lui DC, iar Q mijlocul lui A'B’, demonstati cd planele (C' OB)

si (BPQ) sunt perpendiculare.

Gazeta Matematica

Solutie.

(a)

(b)

Din C'D’'1(ADD') si D'OLA'D, folosind teorema celor trei perpendiculare, de-
ducem cA C'OLA D ... e 2 puncte
Obtinem C'O = “T‘/é, OM = %5 si O'M = 32. Conform reciprocei teoremei lui
Pitagora, rezulta C'OLOM.

Din C'OLA'Dsi C'OLOM, rezultaca C'OL(AMD) .........ccccnnn. ... 2 puncte
Din BP|MD si BQ| A’ M, rezultd (BPQ)||(A’MD).

Dar C'OL(A'MD),deci C'OLBPQ) ....uuieeeiieeiie i iiaeeiaa 2 puncte
Din C'OL(BPQ) si C'O < (C'OB), obtinem ca ca planele (C'OB) si (BPQ) sunt
perpendiCulare. ...........oouiiuiiiiii e 1 punct

4. ABCD este un tetraedru in care Gj, G2, G3 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor
ABC, ACD, respectiv ABD.

(a)
(b)

Demonstrati ca (G, G2G3) | (BCD).

AC
Fie M € (AC), astfel incat AM < > E mijlocul segmentului [BC] si F mijlocul

segmentului [CD], iar MG, N BC = {P} si MG, N CD = {Q}. Stiind ca patrulaterele
AMEP si AMFQ sunt inscriptibile, demonstati ca triunghiul BCD este isoscel.

Dorina Rapcea

Solutie.
R AG, AG, 2
(@) In AAEF: A—l = A—2 = 5> de unde rezulta ¢ Gy G, | ER
Cum EF c (BCD), obtinem G;G|[(BCD).
Analog, G1Gs3l[(BCD). Rezultd (G1G2G3)[[(BCD) .o vvveeieeiaeeaeene. 3 puncte
(b) CE-CP =CM:-CA (puterea punctului C fata de cercul circumscris patrulaterului

AMEP).
CF-CQ=CM-CA (puterea punctului C fata de cercul circumscris patrulaterului
AMFQ).

CE CP
Rezulta CE-CP =CF-CQ, de undeﬁ-C—Q =1, 2 puncte
Din G,Gz||(BCD) deducem PQ|G1G,. Cum EF| GG, obtinem PQJ|EF. Dar

. el .CE CP CB
EF||BD (linie mijlocie in ABCD). Atunci — = — = —.
CF CQ CD
. CB? : :
Rezulta Dz 1, deunde CB = CD, deci ABCD esteisoscel ........ ... 2 puncte



