OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023

Clasa a IX-a

1. Aratati ca, pentru orice numar natural n > 1, cel putin unul dintre numerele
n,n+1l, n+2, ..., 2n
este patrat perfect.

KKk

2. Fie triunghiul ascutitunghic ABC' cu ortocentrul in H. Notam cu S i T punctele
de intersectie dintre semidreptele (BH si respectiv (C'H cu cercul circumscris tri-

unghiului ABC. Daca ﬁ + ﬁ = zﬁ , aratati ca ABC este triunghi echilateral.

Gazeta Matematica

3. Determinati numerele reale x pentru care [z = y/|z| - {x}, unde [z] si {x} reprezinta
partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real x.

Aurel Barsan
4. (a) Demonstrati ca % +5 > 6z, Vo > 0.
(b) Determinati toate numerele reale x,y, z > 1 care au proprietatea ca

2" +5<6y, y+5<6zs 2" +5<62.

Romeo Ilie

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023

Clasa a X-a

1. (a) Aratati ca functia f: (0,00) — R, f(x) = x + logs = este injectiva.

2
2
(b) Rezolvati ecuatia 2 — 3z + 1 + log, rre 0.
T

Florin Carstea

2. Fie a,b, c numere complexe avand acelagi modul. Daca a 4+ b + ¢ = 0, aratati ca
A+ b0+ =0.

Andrei Cataron
T 4
3. (a) Arataticd v+ — >5, Vo € (0,1].
x

1
(b) Determinati minimul expresiei a + b + P b>0sia+b<1.
a .

Romeo Ilie
4. Fie f : [0,00) — [0,00) o functie cu proprietatea f(z +y) > f(z) + f(y), pentru
orice x,y € [0,00).

(a) Atatati ca 2" > n + 1, pentru orice numar natural n.
(b) Aratati ca f este crescatoare.

(c) Aratati ca f(z) > f(1) - log, x, pentru orice > 0.

Romeo 1lie

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023

Clasa a XI-a

. Fie matricele A, B € M5(R) cu proprietatea ca:

1
2023

Demonstrati ca det(A — 2023 - I5) este un numar intteg divizibil cu 2023.

det(A+ L) + det(A — ) = det(A? — 1) + 2023 = 2.

Emanuel George Munteanu

. Daca A, B € M,,(C) sunt doua matrice pentru care matricea A+ B este inversabila,
demonstrati c& A-(A+B)™'-B=B-(A+B)"!- A

R.M.T.

. Determinati @ > 0 stiind ca, pentru orice n € N*, partea intreaga a numarului
(n?> —n) - ({/a—1) este egald cun — 1.

Gazeta Matematica

. Fie I un interval gi functiile f: I — R, g : (0,00) — R cu proprietatile:

) im0 <o

2) |f(z) = fW)l <lg(x—y)|, Vz,y € I, x> y.

Deomnstrati ca:

(a) [f(z) = fly)l <n-

(b) Functia f este constanta pe intervalul I.

g(u)‘ Ve,yel, x>y, Vn e N
n

Romeo Ilie

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.

Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023

Clasa a XII-a

1. Pentru k > 0, definim multimea de matrice

k T
A(z) = (“’“ZIQ “’“212) , ¢ € (—k, k) }

\/k2712 \/k271‘2

M= {A(x) € My(R)

(a) Determinati valorile lui k& € (0,00) pentru care (M, -) este grup abelian, unde
7.7 este inmultirea matricelor.

(b) Pentru k determinat anterior, aratati ca grupurile (M, -) si (R, 4) sunt izomorfe.
Ioana Masca

2. Fie f : R — R o functie strict crescatoare, cu f(0) = 0, iar [ este un interval
deschis cu proprietatea ca 0 ¢ I. Demonstrati ca f admite primitive pe I daca si
numai daca f? admite primitive pe I.

Romeo Ilie
3. Fie (G, ) un grup cu elementul neutru e.

(a) Demonstrati ca (zyx=1)292 = zy?8271 Vo, y € G.

(b) Demonstrati ca daca exista a,b € G astfel incat ababa = babab, atunci
a?? = ¢, daca si numai daca b2°?3 = e.

KKk

xQn—l + i 1

4. Pentru fi €N fie fu ' R — R, fula) = 50—
entru fiecare n e f fa() 22 44 ]

(a) Determinati primitiva functiei f; care se anuleaza in 0.

Vit
(b) Calculati lim n? / fo(z)dx.
v

Gazeta Matematica

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



