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CLASA a XII-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie e elementul neutru al monoidului (M,-) si @ € M un element
inversabil. Aratati ca:

a) Multimea M, = {x € M | ar?®a = e} este nevida;

b) Daci b € M, este inversabil, atunci b= € M, daci si numai daci a* = ¢;

c) Daci (M,,-) este monoid, atunci 22 = e, pentru orice z € M,,.

Gazeta Matematica

Solutie. Deoarece a este un element inversabil, avem c& M, = {x € M |2? = (a7 ')?}.
a) Elementul ¢! are proprietatea ci (a™')? = (a™1)?, decia™' € M, si My, #0....... 2p
b) Fie b € M, un element inversabil. Atunci

b'leM, <= b')P=>0") <= V)"'=(")"=

..................................................................................... 2p
c) Fie u € M, elementul neutru al monoidului M,. Atunci a2 = u? = u € M, astfel ca
at=(a?)?=a? Resultacia?=esi M,={zeM|z*=e}.................... 3p

Problema 2. Fie (G,-) un grup si H # G un subgrup cu proprietatea ca z* = y?,
pentru orice z,y € G\ H. Demonstrati ca (H,-) este grup comutativ.

Solutie. Pentru x € G\ H si h € H oarecare avem ca h™'z € G\ H, astfel ci
22 = (h™'x)?, sau, echivalent, h = xh™la= ... ... . 4p
Atunci, pentru x € G\ H oarecare fixat gi orice hy, hy € H, avem:

hihy = x(hihy) tot = whythite ™ = ahy'e™t - ah et = hyhy.
Grupul (H,-) este deci comutativ. .. ... ... 3p

Problema 3. Pentru orice n € N* definim
I, = / cos(x) - cos(2x) - ... - cos(nx) dz.
0

Sa se determine valorile lui n pentru care I, = 0.
Solutie. Prin inductie dupa n € N* avem ca

1
2n—1

cos(x)-cos(2z)-. . .-cos(nx) = Z cos(zt2z+. . .£nx), pentru orice z € R, n € N¥,



suma efectuandu-se dupa toate alegerile semnelor +. ............. ... ... ... ... ..., 2p
Atunci

T 1 T k
I, = /0 cos(x)-cos(2x)-. . .-cos(nz) dx = S Z/o cos(z-(1£2+...4n)) dx = 27:1 T,

unde k,, este numarul sumelor 1 =24+ ... £negalecu0......... ... ... ... ... .. 3p
Prin urmare, I,, = 0 <=k, = 0.

Orice suma 1 +2 4 ...+ n are aceeasi paritateca 1 +2+ ... +n =
Daca n =1 (mod 4) sau n = 2 (mod 4) aceasta este impara, si deci k, = 0.
Pentru n = 3 (mod 4) avem

n(n+1)
- -

142-3)+(4-5-6+7)+...4((n—=3)—(n—2)—(n—1)+n) =0,

astfel ca k,, > 1.
Pentru n =0 (mod 4) avem

(1-2-344)+5B-6—-T4+8)+...4((n—-3)—(n—2)—(n—1)+n) =0,

astiel Ca Ky, = Lo 1p
Multimea S a numerelor cautate este deci

S =4N+{1,2}.

Problema 4. Fie I C R un interval deschis si f : I — R o functie strict monotona.
Demonstrati ca pentru orice ¢ € I exista a,b € I astfel incat ¢ € (a,b) si

b
/ f(x)dz = £(c) - (b a).

Solutie. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca functia f este strict
crescatoare(in caz contrar putem inlocui f cu f; = —f).
Egalitatea

se transcrie echivalent

/f dm+/ fla F(e)-(b—cte—a <:>/ f(c))dx:/ac(f(c)—f(x))dx.



respectiv

..................................................................................... 2p
Deoarece intervalul I este deschis exista r > 0 astfel incat [¢ — r,c +r] C I. Atunci
g([c=r,c]) =[0,9(c—7)] i h([e,e+7]) = [0, h(c+7)] oo 1p

Ca functii continue, g §i h au proprietatea valorilor intermediare ("a lui Darboux” -
observatie: termen folosit doar in Romanial), pentru un numar oarecare A\ cu proprietatea
ca 0 < A < min(g(c —r),h(c+ 1)) exista a € (¢ —r,¢) si b € (¢,c+ r) astfel incat
g(a) = XA = h(b), ceea ce demonstreaza afirmatia enuntata............................ 2p



