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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera functiile f,g: R — R cu proprietatea ca

inf f(z) = g(a) si supg(z) = f(a),

r>a r<a

oricare ar fi a € R. Stiind ca f are proprietatea lui Darbouz, aratati ca functiile f si g
sunt continue st egale.
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Solutia 1. Fie a,b € R, cu a < b. Atunci {g(z)| x < a} C {g(z)| x < b}, de unde
fla) =sup{g(z)| x < a} <sup{g(z)| = < b} = f(b). Rezulta ca functia f este monoton

crescatoare Pe R. ... . 2p
Cum f este monotona si are proprietatea lui Darboux, rezulta ca f este o functie continua
PE R 2p
Fie a € R. Avem g(a) = iglﬁf(x) = ilg(ll f(z) = f(a). Rezulta f=g¢g. ................ 3p

Solutia 2. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista a € R astfel ca f(a) # g(a).
Daca f(a) < g(a), alegem b € (a,00). Din igf f(z) = g(a), rezulta g(a) < f(b). Fie
A€ (f(a),g(a)) C (f(a), f(b)). Cum f are proprietatea lui Darboux, exista ¢ € (a,b)
astfel ca f(c) = A < g(a), in contradictie cu ir>1f fle)y=gla). .......o.ooooiiiiL. 2p

Daca f(a) > g(a), atunci din conditia sup g(x) = f(a) deducem ca exista b < a astfel ca

rx<a

g(b) > g(a), iar din conditia iI;f f(z) = g(a) rezulta ca exista ¢ > a astfel ca f(c) < g(b),
in contradictie cu infbf(x) = g(D). 2p
x>

Rezulta ca f(z) = g(z), Vo € R, deci f = g.
Fie a,b € R, cu a < b. Din f(a) = g(a) = igf f(z) rezulta f(a) < f(b). Atunci f

este o functie monoton crescatoare pe R. Cum f este monotona si are proprietatea lui
Darboux, rezulta ca f este continua pe R. ... . ... 3p

Problema 2. Se considerd matricele A, B € M3(R) astfel ca A? + B% = O3. Ardtati
ca det(aA + bB) = 0, pentru oricare numere reale a $i b.

Solutie. Din ipoteza rezulta A? = —B2. Atunci
(det(A))? = det(A?) = det(—B?) = (—1)* det(B?) = —(det(B))*.

Cum det(A),det(B) € R, obtinem det(A) =det(B) =0. ..., 2p

Avem

(A+B)’+(A—B)* = (A*+ AB+ BA+ B?) + (A* - AB— BA+ B*) = 2(A*+ B?) = 0.



Repetand rationamentul anterior, obtinem det(A + B) =det(A—B) =0............. 2p
Consideram functia f : R xR - R, f(z,y) = det(zA+yB), Vx,y € R.
Exista a, 5 € R astfel ca:

flx,y) = det(A)z? + ax?y + Bay? + det(B)y® = azy + fry?, Vo,y e R......... ... 2p
Apoi, a+ 0 = f(1,1) =det(A+B) =0si —a+ 0 = f(1,—1) = det(A— B) =0, de unde
a = =0. Rezulta det(aA+bB) = f(a,b) =0, Va,be R..................... .. 1p

Problema 3. Fie sirul (z,),>1 definit in mod recurent prin x; =1 §i

x1 4 Ta n n Ty
T, = C —,
Tl n+2 o
2 2 2
. . C . r{+xy+ ...+, .
pentru orice n € N*. Consideram sirul (yn)n>1, cu Yy, = 1 2 , n € N
B n
Aratati ca:
a) :Eiﬂ < % St Ypy1 < myn, pentru orice n € N*;
b) nh_)rgo xn = 0.
Solutie.

a) Aplicand inegalitatea Cauchy-Schwarz, obtinem:

22 < (i +ad 4. +ad) L,

n n

1 _ 1 L\ _ ¥
<ny"2(n+k)(n+k—1) _ny”z(n+k—1 n+k) 27

k=1 k=1
deci 22, < '%n, pentru orice m € N ... 3p
n 2 1 .
Rezultd (n + 1)ypp1 — nyn = 12, < ‘%, de unde vy, < 2n i 5 Yns pentru oricare
n
N E N 1p
b) Avem y; = 1 i
Ly “rok+ 1 v [2k+1 3
k41
0<yp = < < = . V> 1.
m=u 17" <115 H\/2k+3 \/2n+1 "
k=1 k=1 k=1
...................................................................................... 2p
Atunci, pe baza criteriului cleste, rezulta limitele lim y, =0 s lim z, =0........... 1p



Problema 4. Fie A € M,(C), unde n > 2. Notam cu m numdarul de elemente ale
1
multimii {rang(A*) — rang(A*™)| k € N*}. Ardtati ci n > mim+1) _ 1.
Solutie. Notdm ay = rang(A*) — rang(A*™1), k € N*, 5i M := {a| k € N*}

Daca rang(A) = n, atunci M = {0}, deci m = 1. Inegalitatea este verificata. ......... 1p
Presupunem rang(A) < n—1. Deoarece rang(A**1) = rang(A*- A) < rang(4*), Vk € N*,
avem ap € {0,1,...,n— 1}, VEk € N . oo 1p
Deducem ca exista p € N* astfel ca M = {ay,as,...,a,}, unde numerele naturale
aj, as, ..., a, nu sunt neaparat distincte. Cum M are m elemente, avem
z m(m — 1)
rang(A) > rang(A) — rang(APT) = Z ap>0+1+...+(m—1)= — (1)

k=1

Fie a, = maxM > m — 1, unde ¢ € {1,2,...,p}. Aplicand inegalitatea lui Sylvester,
obtinem
rang(A) + rang(A?) — n < rang(A?™).

Rezulta
m — 1 < a, = rang(A?) — rang(A?™") < n — rang(A). (2)
-1
Din (1) si (2) rezulta % <rang(A) <n —m+ 1, de unde concluzia. ......... 3p
1
Remarca. Fie un numar natural m > 2gin = M —1. Definim matricea Jordan
010 ... 0
0 0 1 0
A = diag(Jo, J3, ..., Jm) € Mp(C), unde J; = | + ¢ ¢ | € M(C). Atunci
000 ... 1
000 ... 0

multimea {rang(A*) — rang(A*™)| k € N*} are exact m elemente.



