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CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Consideram numerele naturale n — 1, 2n — 1 si n? 4+ 3, unde n > 3 este un
numar natural.

a) Aratati ca existd o singura valoare a lui n pentru care toate numerele considerate sunt
prime.

b) Aratati ca exista o infinitate de valori ale lui n pentru care toate numerele considerate
sunt compuse.

Gazeta Matematica

Solutie. a) Dacd n = Ms, atunci n? + 3 = M3 si n? + 3 > 3, deci n? + 3 nu este prim .. 1p
Daca n = M3+ 2, atunci 2n — 1 = M3 si 2n — 1 > 3, deci 2n — 1 nu este prim......... 1p
Dacan=Mz+1sin>7,atuncin —1=Mj3sin—1>3, deci n — 1 nu este prim....1p
Singura posibilitate ca numerele considerate sa fie prime este n = 4, caz in care obtinem

numerele Prime 3, 7, 1. ... 1p
b) Pentru n impar si n > 3, numerele n — 1 si n? + 3 sunt pare si mai mari decat 2, deci nu
SUND PIIINIC . o oottt e 1p

Daca, in plus, n = M3+ 2 si n > 2, atunci nici 2n — 1 = 2(Ms3 4+ 2) — 1 = M3 nu este prim.
Astfel, pentru n = Mg + 5 (o infinitate de valori), toate numerele considerate sunt compuse 2p

Problema 2. Determinati perechile (A, B) de multimi care au elementele numere naturale
nenule si care verifica simultan urmatoarele proprietati:

o fiecare din multimile A si B are trei elemente;

e multimea AN B are exact un element;

e 6c Asil2e B;

e dacax,yc Asix#y,atunci z-y € B.

Solutie. Fie A = {a,b,c}, cua <b < c. Atunci B={a-b,a-c,b-c}, a > 1, iar elementul
comun al al multimilor A si B nu poate fidecat c=ab............. ... ... ... ..o 2p

Daca a = 6, atunci a - b > 36, a-c > 36, b-c > 36, in contradictiecu 12 € B............ 1p

Daca b = 6, atunci

- daca a > 3, obtinem o contradictie asemanatoare cu cea precedenta

-daca a =2, atunci ab =12 =¢, Ay ={2,6,12} si By = {12,24,72} .................... 2p
Daca ¢ = 6 = ab, atunci a = 2, b = 3, Ay = {2,3,6} si By = {6,12,18}. Solutiile sunt
(Al, Bl) §1 (Ag, BQ) ........................................................................ 2p

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢, d pentru care a < b < ¢ si
20420 42°=1-2-3-...-d.

Solutie. Fie (a,b,c,d) o solutie. Rezulta 2% +2° +2°>6,decid >3.................... 1p
Deducem ci 3 divide 1-2-3-...-d = 29 +2° +2°¢ (*). Pentru n numir natural avem
2" = M3+ 1 sau 2" = M3+ 2, dupa cum n este par sau impar. Astfel, relatia (*) este posibila
doar daca a,b,c au aceeasi paritate ........... ... 2p



Daca n € N*, atunci ultima cifra a lui 2" este 4 sau 6, daca n este par si 2 sau 8, daca n este

impar. Astfel, ultima cifrd a numarului 2% 4+ 2° 4+ 2¢ nu poate i 0, deci d < 4............... 2p
Pentru d = 3 obtinem solutia (1,1,1,3), iar pentru d = 4 obtinem solutiile (2,2,4,4) si
(3,3, 3, 4) e 2p

Problema 4. Consideram triunghiul ABC cu unghiul ZBAC' ascutit. Construim in exteri-
orul triunghiului punctele D si E astfel incat AD = AC, AE = AB, D si B sunt de aceeasi parte
a dreptei AC, E si C sunt de aceeasi parte a dreptei AB si ZDAC = ZBAE = 120° + 2/BAC.
Fie P intersectia dreptelor BE si C'D. Demonstrati ca:

a) dreptele AF si C'D sunt perpendiculare;

b) dreptele PA si DE sunt perpendiculare.

Solutie. Fie {F} = AENCD si ZBAC = 3a, deci ZDAC = ZBAFE = 120° + 2a.

a) ZACF = £(180° — ZDAC) = 3(180° — (120° +2a) =30° — @...oo'vennneaneannnn.. 1p
LCAE = /BAE — Z/BAC = 120° 4 2a — 3a = 120° — a, deci ZOAF = 180° — ZCAE =
180° — (120° — @) = 60° 4 @ e ettt 1p
LAFC =180° — LOAF — ZACF =90°, deci FA L CD ...t 1p
b) Avem analog DA L BE (schimbam D +— EsiC<+— B) ........ccoiiiiiiiiii... 2p
Din relatiile EA 1 PD si DA L PE rezulta ca A este ortocentrul triunghiului PDE, deci
PA L DE . 2p



