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Barem si schema de corectare

Problema 1.
Aratati ca pentru orice a,b,c > 0 cu a + b+ ¢ =1 are loc inegalitatea:
1 n 1 n 1 S 7
a+bc b+ca cHab” 14 abc

Solutie gi barem
(A) Avem a +bc =a(a+b+c) +bc = (a+b)(a + c) si analoagele. Inegalitatea de

demonstrat se rescrie:
1 1 1 7

+ + > ,
(a+b)at+ec) (b+c)(b+a) (c+a)(c+b) ~ 1+abe
sau, aducand la acelagi numitor:

2(a+b+c) 7
> ;
(a+b)(b+c)(c+a) ™ 1+ abe
adica 2+ 2abc = T(a+b)(b+c)(c+a), (1) «ooveii e 2p

(B) Avand in vedere egalitatile:
abc = (a+ b+ c) (ab+bc+ca)— (a+b)(b+c)(c+a) = ab+bc+ca—(a+b)(b+c)(c+a),

respectiv 24+ abc =1+ (a+b+c¢) +abc = (1 +a)(1 4+ b)(1 + ¢) — (ab + bc + ca), prin
insumare deducem ca

2+ 2abe = (1 + a)(1+b)(1+c) — (a+b)(b+ c)(c +a),

deci inegalitatea (1) este echivalenta cu

(1+a)(1+0)(14+c)=8a+b)(b+c)ct+a), (2) .oovveriiiii . 3p
(C) Deoarece 1+a = (a+b)+(c+a) > 2+/(a+ b)(c + a) si analoagele, prin inmultire
se obtine concluzia ........ ... 2p

Solutie alternativa si barem
(A’) Folosind inegalitatea Begstrom, obtinem:

1 N 1 N 1 < (14+1+41) B 9
a+bc b+ca c+ab” a+btct+ab+bct+ca 1+ab+be+ca’
deci este suficient sa aratam ca 2 4+ 9abc > 7(ab+bc+ca), (3) ...t 2p

(B’) Din inegalitatea lui Schur avem a®+b3+c*+3abc > ab(a+b)+bc(c+b)+ca(c+a),
ceea ce este echivalent cu

(a+b+c)* +9abc > 4(a+ b+ c)(ab+ be + ca),
de unde rezulta ca 1+ 9abc > 4(ab+bc+ca), (4) ..o 4p

(C) Avand in vedere ci (a + b+ ¢)> > 3(ab+ be + ca), obtinem 1 > 3(ab + be + ca),
inegalitate care, adunata cu (4), conduce la (3), ceea ce incheie solutia .......... 1p
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Problema 2.

In triunghiul ascutitunghic ABC' se noteaza cu O centrul cercului circumscris i cu
D piciorul naltimii din A.

Fie M, N, P, mijloacele segmentelor AB, AC, BD, respectiv C'D. Aratati ca unul
dintre punctele de intersectie ale cercurilor circumscrise triunghiurilor AMN si POQ
este situat pe inaltimea AD.

Solutie gi barem.

(A) Fie w; si wq cercurile circumscrise triunghiurilor AM N, respectiv POQ).
Deoarece OM 1 AB si ON L AC, patrulaterul AMON este inscriptibil, iar AO
este diametru In cercul wy ... ... 1p

(B) In plus, rezulti c& O este unul dintre punctele de intersectie ale cercurilor wy si
wo.

Daca O € AD (ceea ce revine la faptul ca triunghiul ABC' este isoscel), problema
este rezolvata.

Daca O ¢ AD, fie X piciorul perpendicularei duse din O pe AD. Vom arata ca
X € w Nws.

Cum OX L XA rezultd c& X € W1 o viirii e 3p

(C) Notand cu R mijlocul lui BC, rezulta OR | BC, deci patrulaterul ORDX este
dreptunghi. Intrucat

1 1
PR:BR—BPzé(BC—BD) :§C’D:DQ,
deducem ca OX PQ este trapez isoscel, deci X € wy ... 3p
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Problema 3.

Fie p, ¢ numere naturale nenule. Pentru fiecare a,b € R definim multimile

nEN}, Q(b):{bn:l%l—n-é nEN}.

Numim distanta de la P(a) la Q(b) valoarea minima a diferentei |z — y|, cu z € P(a),
y € Q(b).

Determinati distanta maxima intre multimile P(a) si Q(b), cand a si b parcurg
multimea R.

1
P(a):{an:a—l—n~—
p

Solutie si barem.

1
Vom arata ca valoarea maxima a distantei este egala cu >l unde [p, q] reprezinta
P, q
cel mai mic multiplu comun al numerelor p si q.

(A) Daca m si n sunt douad numere naturale, atunci

m n mq —n
lam — byl =la—b+ ———| = (a—b)%—(h—p1 ,

P q [p, q]

unde p = dpy, ¢ = dq, (p1,q1) = 1.
Deoarece (p1,q1) = 1, exista k,l € N astfel incat kq; — Ip; = 1. Prin urmare, pentru

t
orice numar intreg ¢ exista m,n € N astfel incat |a,, — b,| = |a — b+ ﬁ' ..... 3p
4
(B) Fie s partea intreaga a numarului x = [p, q] - (a — b). Atunci:
1
[P, 4l [p,dl
deci distanta dintre P(a) si Q(b) este cel mai mic dintre numerele a — b — [ i ] si
P, q
1
T (@ = b)) o 3p

[p, 4]

(C) In consecinta, maximul acestei distante se atinge cand a —b = si este egal
1

2[p,q]

1
2[p, q]

cu
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Problema 4.

Fie M o multime formata din 13 numere naturale de trei cifre.

Aratati ca exista o submultime nevida S C M si o combinatie de operatii aritmetice
elementare (adunare, scadere, iInmultire, impartire - fara a utiliza parantezele) intre
elementele lui S, astfel incat valoarea expresiei rezultate sa fie un numar rational din
intervalul (3,4).

Solutie gi barem.

(A) Vom partitiona multimea numerelor de trei cifre in 8 submultimi disjuncte astfel

N : y o : : y a 4
incat pentru orice doua numere a si b din aceeasi submultime, cu a > b, sa avem — < —.

b 3
Submultimile sunt:
Ay ={100,101,...,133}, A, = {134,135,...,178}, As = {179,180, ...,238},
Ay ={239,240,...,318}, A5 ={319,320,...,425}, A= {426,427,...,567},

Ay = {568,560, ..., 757}, As = {758,759,...,999} .. ..ot 3p
(B) Cum M are 13 elemente, una dintre multimile A;, cu i € {1,2,...,8} contine
cel putin doua elemente a,b din M, cu a > b, de unde 1 < % < CONREREELERRERE 2p
(C) Dintre cele 11 numere ramase in M \ {a, b}, doua dintre ele, fie acestea ¢, d, cu

. . . . c 4
¢ > d, se afla Intr-una dintre multimile 4;, 1 < j < 8. Ca atare, 1 < p < 3

Similar, exista e, f € M \ {a,b,c,d}, cu e > f, si k € {1,2,...,8} astfel incat
e,feAk,decil<E<—.

f 3

Concluzia se obtine observand ca 3 < % + 2 + ? <A 2p



