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Barem si schema de corectare

Problema 1.

Alina i Bogdan scriu pe rand, incepand cu Alina, un 0 sau un 1, pana cand fiecare a
scris 2021 de cifre (fiecare adauga o cifra la dreapta celor deja existente).

Alina este cagtigatoare daca reprezentarea zecimala a numarului obtinut (in baza 2) se
poate scrie ca suma a doua patrate perfecte; in caz contrar, castiga Bogdan.

Stabiliti care dintre cei doi are o strategie de castig.

Solutie si barem.

(A) Deoarece restul obtinut prin impartirea unui patrat perfect la 4 poate fi 0 sau 1,
daca N =3 (mod 4), atunci N nu poate fi scris ca suma a doua patrate perfecte.

(B) Daca reprezentarea binara a unui numar natural N se termina cu doi de 1 si un
numar par de 0, atunci N nu poate fi scris ca suma de 2 patrate perfecte.
Intr-adevar, fie N = ajay...a;1100...0 (o) i m = aray ..~ ay (). Atunci:

2p ori
N =m - 2272 £ 22PF1 L 9% — 4P . (4m 4 3).

Daca p =0, atunci N =3 (mod 4), care nu poate fi scris ca suma de 2 patrate perfecte.
Daca p > 1, presupunand ci exista x,y € N astfel incat N = 2% 4 y?, atunci z si y ar
fi numere pare. Considerand = = 2z, si y = 2y;, ar rezulta 23 + y = 4771 . (4m + 3).
Similar, daca p — 1 > 1, continuand rationamentul, deducem ca exista x,,y, € N astfel
incat xf, + yg = 4m + 3, contradictie, deci NV nu se poate scrie ca suma de doua patrate
PO ECt . .o 3p

Aratam ca, indiferent de mutarile Alinei, Bogdan are o strategie castigatoare.

(C) Daca Alina scrie la un moment dat un 1, atunci Bogdan scrie si el imediat un 1,
iar apoi repeta la fiecare pas cifra Alinei, iar concluzia rezulta din (B) ............. 2p

(D) Daca Alina scrie doar zerouri, atunci Bogdan scrie peste tot zerouri, cu exceptia
ultimelor 3 cifre, pe care le alege egale cu 1. Se obtine astfel 10101(3) = 21, care nu se
poate scrie ca suma de doua patrate perfecte. ......... ... ... .. ... 2p

Observatii.

(1) Pentru (A) se acorda Op.

(2) Nu se acorda niciun punct pentru analiza unor cazuri particulare.



Olimpiada Nationala

Societatea de Stiinte Matematice din Roméania

AZET;
MATEMATICA
1902-2021

Al doilea test de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 5 iunie 2021

Barem si schema de corectare

Problema 2.

Pentru orice submultime nevida X a multimii M = {1,2,3,...,2021}, notam cu ax
suma dintre cel mai mare gi cel mai mic element al multimii X.
Determinati media aritmetica a tuturor numerelor ax obtinute.

Solutie si barem.

Vom calcula separat suma elementelor minime ale tuturor submultimilor X C M si
suma elementelor maxime.

(A) Numarul £ € {1,2,...,2020} este element minim pentru toate multimile de forma
X ={k}US, unde S este o submultime oarecare a multimii {k + 1,k + 2,...,2021} , care
are 2021 — (k 4+ 1) + 1 = 2021 — k elemente.

Asadar, k este element minim pentru 22°2'=* submultimi. Cum 2021 este element minim
pentru o singura submultime, suma elementelor minime ale submultimilor X C M este:

Sin = 1-22020 4 9.92019 4 392018 L4 9019 - 22 + 2020 - 2% + 2021.

.................................................................................. 3p
(B) Analog, k € {2,3,...,2021} este element maxim pentru orice multime X = {k}US,
unde S C {1,2,...,k — 1}, deci este element maxim pentru 2*~! submultimi. Cum 1

este element maxim pentru o singura submultime, rezulta ca suma elementelor maxime
ale submultimilor X C M este:

Smax = 1+2-21+3-22 4 ... 4201922018 1 2020 - 22019 - 2021 - 22020,

Ca urmare, suma tuturor numerelor ay este:
Suin + Smax = (2021 + 1) + (2020 + 2) - 2! + (2019 + 3) - 2% + ... + (1 +2021) - 22920 =
2022+ (1424224 .. +27%) = 2022 (22" —1).
Intrucat M are 22021 — 1 submultimi nevide, rezulta ca media aritmetica a tuturor
numerelor ax este 2022, ... 1p
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Problema 3.

Se considera patrulaterul convex ABCD in care unghiurile A gi C' nu sunt ascutite.
Pe laturile AB, BC, C'D si DA se iau punctele K, L, M, respectiv N. Demonstrati ca
perimetrul patrulaterului K LM N este cel putin egal cu dublul lungimii diagonalei AC.

Solutie si barem.

(A) Vom demonstra mai intai un rezultat ajutator:

Lemsi. Intr-un triunghi ABC, cu m(<rA) > 90°, lungimea medianei din A este cel mult
egala cu jumatate din lungimea laturii BC.

A

B D c
Demonstratie. Deoarece m(<sxBAC') > 90°, rezulta ca:
m(XABC) + m(XACB) < m(XBAC) = m(xXBAD) + m(<xCAD).
In consecinti, are loc cel putin una dintre inegalititile m(xABD) < m(xBAD) sau

B
m(XACD) < m(xCAD). Ca urmare, AD < BD sau AD < CD, deci AD < TC .. 2p

(B) Fie P, @, T mijloacele segmentelor KN, KM, LM.
PQ@ este linie mijlocie in triunghiul K NM si T'Q este linie mijlocie in triunghiul M K L.
Ca urmare:
KN MN KL ML
2 + 2 + 2 + 2 7
de unde rezulta ca Prrun = 2AC . 5p

AC < AP +PQ+ QT +TC <
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Problema 4.

Aratati ca, pentru orice numar natural n > 2, exista un multiplu m al sau, nenul, cu
urmatoarele proprietati:

a) m < n?;

b) in scrierea lui m in baza 10 se folosesc cel mult patru cifre distincte.

Solutie si barem.
Pentru orice numar natural n exista k € N* astfel incat 281 < n < 2k,

(A) Daca k < 6, atunci n < 26 = 64 si numarul 2n verificd conditiile din enunt,.
(contine cel mult trei cifre).

(B) Fie k > 6. Notam cu M multimea tuturor numerelor naturale care contin cel mult
k cifre numai de 0 si 1. Atunci multimea M are 2% elemente si deoarece 2¥ > n rezulta
ca exista in M doua numere a i b, a > b, a caror diferenta se divide prin n. ........ 3p

(C) Din structura numerelor a si b rezultd ca numarul a — b poate avea doar cifrele
0, 1, 8 a1 9. oo 2p

(D) In plus,
a—b<a<10"=10-10"""1<1,6°- 10" < 1,65 105! = 16" = (2"1)* < n'.
Deci, numarul a — b verifica concluzia problemei. .......... ... .. ... .. ..., 2p

Observatie.

(1) Pentru tratarea exclusiva a sectiunii (A) sau pentru tratarea unor cazuri triviale
(de exemplu, n < 9999) se acorda 0 p.



