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Solutii-Bareme

Problema 1.

Fie kK > 1 un numar natural. O multime S de numere naturale se numeste buna
daca exista o colorare a tuturor numerelor naturale nenule, cu k culori, astfel incat
niciun element din S nu este suma a doua numere naturale distincte avand aceleasi
culori. Gasiti cel mai mare numar natural nenul ¢ pentru care multimea

S={a+1l,a+2,a+3,...,a+1t}

este buna, pentru fiecare numar natural nenul a.

Solutie.

Aratam ca numarul cautat este t = 2k — 2.

Consideram multimea S = {3,4,5,...,2k + 1}. Suma oricaror doua numere
distincte dintre 1,2,...,k 4+ 1 este in S. Printre acestea exista cel putin doua care
au aceeasi culoare si, deci, S nu este buna. Cum cardinalul lui .S este 2k—1, deducem
CA b < 2k — 2 3p

Ramane sa aratam ca multimea S = {a + 1,a +2,a + 3,...,a + (2k — 2)} este
buna pentru toate numerele naturale nenule a.

(i) Consideram cazul a impar. Coloram numerele 1,2, ..., “TH cu prima culoare.
Fiecare dintre numerele % pentru s = 2,3, ..., (k—1) se coloreaza cu culoarea s.
Numerele mai mari sau egale decat “+22k_1 se coloreaza cu culoarea k. Se verifica ugor

ca suma oricaror doua numere distincte avand aceeasi culoare nu este un element

din S 2p

(ii) Consideram cazul a par. Coloram numerele 1,2, ... ,§ cu prima culoare.
Fiecare dintre numerele W pentru s = 2,3,...,(k — 1) se coloreaza cu cu-
loarea s. Numerele mai mari sau egale decat %’“_2 se coloreaza cu culoarea k. Se

verifica usor ca suma oricaror doua numere distincte avand aceeasi culoare nu este
un element din S. ... 2p

Problema 2.

Pentru fiecare numar natural nenul n > 1, notam cu p(n) cel mai mare factor prim
al lui n. Determinati toate tripletele z, y, z de numere naturale nenule distincte care
satisfac simultan conditiile:

(1) z,y, z sunt in progresie aritmetica;
(2) playz) < 3.

Solutie.

Putem presupune (fara a restrange generalitatea) ca z < y < z. Din conditia a doua
rezulta ca singurele numere prime care divid produsul xyz sunt 2 si 3 si deci numerele
x,y si z sunt de forma 293%, pentru a,b numere naturale. Fie h = cmmdec(z,y) si
consideram problema redusa pentru 2’ = 7,y = ¥ si 2’ = 7. Atunci

(1) 2/,¢/, 2 sunt numere naturale nenule (h divide pe z deoarece z = 2y — z) i

satisfac ambele conditii din enunt;
(2) emmdc(2,y’) = 1, emmde(y/, 2’) = 1 i emmde(2/, 2’) este 1 sau 2.



............................................................................... 1p
Daca y' se divide (in acelagi timp) cu 2 si cu 3 atunci rezulta ca 2’ gi 2’ sunt

ambele egale cu 1, contrazicand faptul ca z,y, z sunt distincte. Avem trei cazuri:

(i) ¥ = 1 implica 2’ = 2’ = 1 contrazicand faptul ca x,y, z sunt distincte.

(i) ¥’ = 2% a > 0. Deoarece 2’ si 2’ sunt coprime cu y’ rezultd ca ' = 3% si
2 =3l Avem 3* + 3! = 29*! &i. deoarece | > k, 3* divide 2**!, de unde k = 0 si
deci 2/ = 1.

Avem 3! = 291 — 1. Deoarece 2°*! = 1 (mod 3), rezulta ci a este impar (a =
2n —1). Atunci 3' = 22" — 1 = (2" — 1)(2" + 1). Dar cmmdc(2" — 1,2" +1) < 2.
Deoarece ambele trebuie sa fie puteri ale lui 3, deducem c& 2" — 1 = 3° = 1. Deci
n=1,deunderezulta a=1,2"=1,9y' =2, 2/ =3. ........................... 3p

(iii) o' = 3%, a > 0. Folosim un argument similar. Fie 2/ = 2% gi 2/ = 2!. Avem
2F + 20 = 2.3% de unde 2F~1 + 2171 = 3¢,

Camaisus k—1=0,deci k =1, 2’ = 2. Deci 21 = 3% — 1. Acest lucru nu este
posibil daca [ = 1.

Daca [ > 2 atunci:

3t —1
— =

20=2 — 3= 1"=a=0mod?2

gi deci a este numéar par, si zicem a = 2n. Ca mai Inainte 27! = (3" — 1)(3" + 1),
deunde 3" —1=2,3"+1=4,adican=1gideciz’ =2,y =9, z
Dacal=2 atunciz’ =2, 9y =3, 2/ =4. ... 3p
Solutiile sunt (z,y,z) = (h,2h,3h), (2h,3h,4h) sau (2h,9h,16h) unde h este un
numar natural de forma 293°.

Observatie: Nu se acorda puncte pentru ”ghicirea” raspunsurilor fara rationamente.
Daca solutiile nu sunt date in forma lor generala, in functie de metoda de rezolvare,
se vor scadea puncte.

Problema 3.

Bisectoarele exterioare ale unghiurilor patrulaterului convex ABCD se taie in
E.F,G H, astfel incat A € EFH, B € EF, C € FG, D € GH. Se stie ca perpen-
dicularele din F pe AB, din F pe BC si din G pe C'D sunt concurente. Aratati ca
ABCD este patrulater inscriptibil.

Solutie.
Notand cu o singura litera unghiurile patrulaterelor ABCD si EFGH, avem /E =
m—/ZEAB — /EBA=1 — (5 — 1/A) — (£ — 14B) = (LA + £B) si analoagele,

27 2 2 7 2
deci ZE+ /LG = (LA+ LB+ £C+ £D) = m, ceea ce aratia cd EFGH este inscris
INET-UN CETC C .ottt e e e e 1p
Fie I punctul de concurenta a perpendicularelor. Atunci ZIEF = 7 —(5 — %B) =
/ZIFE, de unde [E = I F; analog [F' = IG, deci I este centrul cercului C ...... 1p

Folosind C rezulta IH = IE, de unde LZAHI = ZAFEI = %A, ceea ce arata ca
HI 1 AD. Apoi /BFH = %ZEIH = 90° — %ZA = /FAB, deci ABFH este
Inscriptibil. ..o 2p



3

Finalizare 1. Rezulta EA - FH = EB - EF si analoagele, de unde obtinem prin
adunare EF? +GH? = FG* + HE?. Aceasta aratd ca EG L FH. Deducem relatia
/HIG + Z/FEIF =2/HEG +2/FHF = 180°, de unde ZHIG = ZABC'. Analog
LZEIF = ZADC, de unde concluzia. ......... ... ... i 3p

Finalizare 2. Daca ABCD este paralelogram, atunci FFGH este dreptunghi 1p
Daca ABC'D nu este paralelogram, atunci exista, de exemplu, {T'} = ABN FH.
Folosind Menelaus reiese ca T',C, D sunt coliniare. Folosind acum inscriptibiltatea
patrulaterelor ABFH si DCFH obtinem TA-TB=TH -TF =TD -TC, ceea ce
arata ca ABCD este inscriptibil ......... . 2p

Observatie. Daca (din cauza vitezei ?!7) se ia ca ipoteza concurenta tuturor
celor 4 perpendiculare duse din E, F, G, H si problema este rezolvata ,,bine” mai
departe, se scad 2p.

Problema 4.
Determinati toate functiile f : R — R care satisfac relatia

flxf(y) — f(x)) = 2f(x) + 2y, pentru orice z,y € R.

Solutie.
Fie E(z,y) ecuatia functionala. Vom nota cu = o egalitate valabila pentru orice
valoare reala data variabilei/variabilelor.

1. Din E(1,y) obtinem f(f(y)—f(1)) = y+2f(1). Deoarece functia y — y+2f(1)
este bijectiva, deducem ca functia y — f(y) este surjectiva.

2. Exista, deci, un numar real ¢ cu proprietatea f(¢) = 0. Din E(¢,0) obtinem
f(tf(0)) = 0, deci tf(0) =t. Dacat =0 (i.e. f(0) =0), atunci E(z,0) implica
f(=f(z)) =2f(x) = =2(—f(x)). Din surjectivitate reiese f(x) = —2z, care nu este
solutie. Asadar, f(0) = 1.

3. Din E(0,0) obtinem f(—1) = 2. Din E(t,t) avem f(0) = t*, deci t = +1.
Cum f(—1) = 2, ramane doar t =1, i.e. f(1)=0.

4. Din E(1,y) obtinem f(f(y)) = v.

Astfel, din E(f(x),1) rezulta f(—z) = 2z + f(z), iar din E(—1, f(x)) deducem
f(=z —2) =4 — f(x), care duce la 2(x + 2) + f(x + 2) = 4 — f(x), sau f(z) +
f(z +2) = —2z. Din ultima relatie rezulta f(z+2) + f(x +4) = —22 — 4, de unde
flx+4) = f(x) — 4

5. Din E(z, f(y)) avem f(xy — f(z)) = 2f(x) + xf(y), iar din E(z, f(y + 4))
relta f(zy -+ da — f(x)) = 27(x) + 21 (y) 4z Astiel,

flry + 4z — f(2)) = f(ay — f(z)) — 4o

Luand y = 0b§1nem f(4z) = 1 — 4x pentru orice x # 0, iar aceasta este evident
adevarat si pentru x=0.
Rezulta f(x) =1 — x, functie care verifica ecuatia.

Barem

F0) = Lo 2p
L) = 0o 1p
) = L = 4p

Observatie. Nu se acorda nimic pentru precizarea unei solutii, dar se scade un
¥t
unct daca se ,,uitd” verificarea faptului ca r) =1 — x convine.
bR



