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Barem si schema de corectare

Problema 1. Se considera numerele reale aq,as, ..., a, € [0,1], unde n € N*. Aflati
valoarea maxima a celui mai mic dintre numerele:

a;p — ajag, Az — A20a3,...,0, — ApA7.

Solutie si barem.
(A) Notam cu by = ay(1 — ag), by = az(1 —asz),..., b, = a,(1 —ay). Cum a; € [0,1],
pentru orice i € {1,2...,n}, obtinem b; > 0, Vi € {1,2,...,n}.

1
Deoarece biby---b, = ai1(1 — aj)as(l — ag) - an(l — a,) st a;(1 — a;) < 7 Vi €
1 n
{1,2...,n}, rezulta ca biby - - - b, < <Z_l> e 4p
(B) Daca min b; > 2 obtinem o contradictie, deci exista i € {1,2,...,n} astfel incat
1=1n
1
b, < =. Prin urmare min b; < —. 2p
4 i=Tn 4
1 1
(C) Valoarea maxima a lui min b; este 1 si se obtine pentrua; = as = ... =a, = 3 1p
i=1n

Solutie alternativa si barem.
(A’) Notam cu by = a1(1 — ag), by = az(1 — as),..., b, = a,(1 —ay). Cum a; € [0,1],
pentru orice i € {1,2...,n}, obtinem b; > 0, Vi € {1,2,...,n}.

1— nt1l—
Aplicand inegalitatea mediilor obtinem: /by < w, e Vb < %,
(). Adunand relatiile, rezulta Z Vb < g ........................................ 4p
i=1
1
(B’) Daca min v/b; > 5 obtinem o contradictie, deci exista ¢ € {1,...,n} astfel incat
i=1n
1 1
Vb < 3 Prin urmare min b; < AR LR LR LR PR LR R RRRRERRTERD 2p
i=1n
1 1
(C) Valoarea maxima a lui min b; este 1 i se obtine pentru a; = as = ... =a, = 3 1p
i=1n
Observatii

(0O1) Pentru scrierea inegalitatii AM-GM in forma (*) se acorda 1p din cele 4 aferente
(AY).

(02) Pentru precizarea maximului, fara justificare (sau, la (C), fara precizarea valorilor
a; pentru care se atinge maximul), se acorda Op.

(03) La sectiunile (A)/(A’), lipsa afirmatiei b; > 0, respectiv aplicarea inegalitatii
mediilor, fara a preciza ca 1 — a; > 0, se penalizeaza cu 1p (o singura depunctare).

Similar, se depuncteaza cu 1p situatiile in care se aplica (se inmultesc etc.) inegalitati

......
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Problema 2. Aflati numerele intregi pozitive x,y cu proprietatea ca z < y, astfel
incat
(z +y)(zy — 1)
zy +1

Y

unde p este un numar prim.

Solutie si barem.

(z +y)(zy — 1)
xy +1
prim, rezulta ca plx 4+ y sau pley — 1. oo 1p

(A) Din = p rezulta ca p(xy + 1) = (z + y)(xy — 1) (%) si cum p este

(B) Cazul I. Dacil p|lz + y, existd k € N* astfel incat = +y = kp. Inlocuind in (%)
k+1 2
obtinem k(zy — 1) = xy + 1 (si implicit k& # 1), de unde zy = k—+1 =1+ P Cum
xy € Z obtinem ca k — 1|2, de unde k = 2 sau k = 3 si zy = 3, respectiv xy = 2.
Daca xy = 2 atunci k = 2 si obtinem p = 1, contradictie cu p prim.

Daca zy =3 atunci k =3 giobtinem x =1,y =3 (sip=2). ..., 2p

(C) Cazul II. Cum p|ry — 1 rezulta ca exista ¢t € N astfel incat zy — 1 = tp (1).
Inlocuind in (%) obtinem zy + 1 = t(x + y), de unde tp + 2 = t(x + y) si implicit
t(xr +y—p) =2. Avem 2 cazuri:
1)t=1giz+y—p=2 Inlocuind ¢ si p in (1) obtinem (z — 1)(y — 1) = 0, de unde
r=1sauy=1.

Pentru x = 1 obtinem ca y = p + 1, solutie a problemei pentru orice numar prim p.

Pentru y = 1 obtinem x = p + 1, contradictie cu z < y.

2 t=2gix4+y—p=1 Inlocuind ¢ si p in (1) obtinem (z — 2)(y — 2) = 3, de unde
rezulta x =3,y =5sip=T.

In concluzie, din cele 2 cazuri rezulta ca solutiile problemei sunt x = 1, y = p+1 pentru
OTICE PIIM P S1 & = 3, U = D ittt e e e 4p

Observatii

(0O1) Pentru scrierea solutiilor problemei, fara justificare, se acorda Op.
(02) Pentru ratarea oricarei solutii (din cele 2) se scade 1p.
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Problema 3. Cercul de centru I, inscris in triunghiul ABC, este tangent laturilor
AB,AC si BC in punctele M, N si respectiv K. Mediana AD a triunghiului ABC
intersecteaza M N in punctul L. Demonstrati ca punctele K, I gi L sunt coliniare.

Solutie si barem.
Daca AB = AC, concluzia este evidenta. Studiem in continuare cazul AB # AC.

A

B K D ¢
(A) Notam KINMN = {L'}. Construim prin L’ dreapta B'C" paralela cu BC, unde
B' € AC si C'" € AB. Deoarece KI 1. BC, deducem ca IL' L BC' .................. 2p

(B) Cum m(xIMC") + m(<xIL'C") = 180°, rezulta ca patrulaterul IMC'L’ este
inscriptibil, de unde <MIC" = <ML'C’. Analog obtinem <«<NIB" = <NL'B’. Dar
IML'C' = <NL'B (opuse la varf), deci SMIC" = <NIB" ........................ 1p

(C) Cum [IM] =[IN], m(IMC") =m(XINB') =90° i <MIC’' = <NIB’', rezulta
ca AIMC" = AINB’, deci [IC'] = [IB']. Ca urmare, triunghiul IB'C" este isoscel, si,
cum /L' este inaltime, rezulta ca L’ este mijlocul lui [B'C"].

Intrucit B'C’ || BC i L' este mijlocul lui [B'CY], rezultd ci L’ apartine medianei [AD].
Agadar, punctele L si L' coincid, deci K, I si L sunt coliniare ....................... 4p

Observatii

(01) Pentru definirea punctului L', urmat de consideratii sterile se acorda 1p.

Acest punct nu se cumuleaza cu cele 2p acordate in sectiunea A.

(02) Pentru calcule trigonometrice care nu conduc la rezultate semnificative pentru
rezolvarea problemei se acorda Op.
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Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Pe o tabla n x n se agaza n turnuri astfel
incat sa nu existe doua care sa se atace. Toate turnurile se misca simultan o data si au
voie sa se miste doar intr-un patrat adiacent celui in care se afla.

Determinati toate valorile lui n pentru care exista o agezare a turnurilor astfel incat,
dupa o mutare, turnurile, in continuare, sa nu se atace.

Nota: Doua patratele sunt adiacente daca au o latura comuna.

Solutie si barem.

Vom demonstra ca doar numerele pare verifica conditiile problemei.

(A) Pentru n = 2k plasam turnurile pe diagonala principala (vezi exemplul din tabla
din stanga jos) si dupa o mutare turnurile se agaza astfel: cele de pe liniile indexate
cu numere impare se muta la dreapta, iar cele de pe linii pare se muta la stanga (vezi

A

exemplul din tabla din dreapta jos); in noua configuratie oricare doua turnuri nu se ataca.

T T

DD W U1 ~] 00
=

N W U1 ~] 00
H

T T
12345678 12345678

Vom demonstra mai departe ca pentru n = 2k + 1, indiferent de pozitionarea initiala a
turnurilor astfel incat oricare doua sa nu se atace, dupa o mutare, exista cel putin doua
turnuri care se ataca.

Pentru a demonstra acest lucru indexam fiecare din cele n? patratele ale tablei dupa
perechea (i, j), unde ¢ reprezinta indicele liniei, iar j indicele coloanei pe care se gaseste
patratelul (de exemplu, in figura din stanga sus, 7T-ul din coltul din dreapta jos se gaseste
in patratelul (1,8)).

Presupunem prin reducere la absurd ca exista o pozitionare initiala a turnurilor astfel
incat oricare doua sa nu se atace, iar dupa o mutare oricare doua turnuri nu se ataca.
Notam cu (i1,71), (i2,72), .-, (in,Jn) indicii celor n patratele in care se gasesc cele n
turnuri in configuratia initiala.

(B) Dupa o mutare, turnul din patratelul (i, j) poate ajunge doar intr-unul din cele
patru patratele (i £1,5), (¢,7+1). Prin urmare, dupa o mutare, paritatea sumei indicilor
patratelului in care se gaseste turnul se schimba. ........... ... ... ... ... ... . ..., 2p

(C) Daca oricare doua turnuri nu se ataca atunci:

{ineeyind = (e gny = {1, 0,



ceea ce implica faptul ca suma tuturor indicilor patratelelor in care se gasesc turnurile
este
1) (+g)+. -+ Gnt+gn) =G+ i)+ G+ +dn) =2(1+...+n),
AdiCA UIN IUINAT PAL. ..\ttt ettt ettt e e e e e e e e e e e e e 1p
(D) Ulterior, dupa o mutare, cum fiecare termen iy + j; al sumei initiale (1) isi schimba
paritatea transformandu-se ori in iy + j; — 1 ori i + jr + 1. Deoarece n este impar, rezulta
ca suma noilor indici este impara, contradictie cu faptul ca, in configuratia finala, oricare
doua turnuri nu se ataca, deci suma indicilor este para .............. ... .o L 2p
Observatii
(01) Pentru rezolvarea problemei pe cazuri particulare/table mici se acorda Op.
(02) Pentru scrierea doar a faptului ca turnurile nu se ataca doua cate doua inseamna
ca avem cate un turn pe fiecare linie si coloana se acorda Op.
(O3) Pentru scrierea doar a faptului ca un turn se muta din patratul (4, 7) in patratul
(1£1,7)sau (i,j £ 1) (vezi (B)) se acorda Op.
(O4) Pentru incercarea de a demonstra cazul impar folosind un argument de paritate
care duce la o solutie se acorda 1p din cele 5p.
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Problema 5. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC'. Cercul de centru A si
raza Al intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC' in punctele M si N.
Demonstrati ca dreapta M N este tangenta la cercul inscris in triunghiul ABC'.

Solutie si barem.
Notam m(<xBAC) = 2a, m(XABC) = 28, m(XACB) = 2y, {L} = ABN MN,
{K}=ACNMN.

(A) Cum AM = AN, rezulta <AMN = SANM, iar folosind faptul ca punctele
A, M,C, N sunt conciclice, obtinem:
m(XAKN) = m(IMAK) +m(xAMK) = m(<MAC) + m(xAMN) =
= m(IMNC)+ m(XANM) = m(xANC).
AN AK

. ~ Y 2 _ .

Obtinem AAKN ~ AANC, de unde 10— AN s AN* = AC-AK ............ 2p
. Al AC _ .

(B) Cum AI = AN, rezulta 1K= Al deci AAIC ~ AAKI. Atunci m(<AKI) =

m(XAIC) = 180° — (a + ), iar m(XIKC) =180° —m(AKI) =a+y............ 1p

(C) intrucit m( AKL) = % (m(A/J\}) + m<07\r)> _ % <m<ATV) + m(C?V)) _ %m(A??) _
m(xABC) = 20, rezulta ca
m(aIKL) = 180° — m(SAKL) — m(<IKC) = 180° — m(<ABC) — (a + ) =
= 180°-28—(a+7v)=a+vy=m(XIKC),

deci (K1 este bisectoarea unghiului CKL ...... ... 3p



(D) Asadar, distanta de la I la dreapta KL este egala cu distanta de la I la AC, adica

este raza cercului inscris in triunghiul ABC. In consecinta, dreapta M N (care coincide
cu dreapta K'L) este tangenta la cercul inscris in triunghiul ABC ................... 1p

Observatii.

O1l. Cum AN? = AC - AK si AM? = AB - AL (relatie care se obtine demonstrand
ca AALM ~ AAMB), rezulta ca AC' - AK = AB - AL, deci patrulaterul BCK L este
inscriptibil.

Pentru acest rezultat, folosit pentru a arata ca m(SXAKL) = m(xABC) = 20, se
acorda 1p.



