Olimpiada Nationaldi GAZETA MATEMATICA
Etapa IIT - 24 aprilie 2021

Solutii si bareme — clasa a IX-a

Problema 1. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC'. Fie O centrul cercului circumscris acestuia si D
piciorul indltimii din A. Stiind c¢d OD || AB, arétati ca sin2B = ctgC.

Solutie.
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Avem (Figura 1) tg¢ZDOM = tg/BAD = ctgB. Dar
DM = BM — BD =a/2 —ccos B= Rsin A —2Rsin C cos B,

iar OM = Rcos A, deci
sinA —2sinCcos B cos B

cos A " sinB’
........................................................................................................... 4p
Eliminand numitorii si transformand produsele in sume, ajungem la
cos(2B 4+ C) — cos(2B — C) = —2cos C,
sau
—2sin2BsinC' = —2cos C' < sin 2B = ctgC.
.......................................................................................................... 3p

Solutie alternativa. Din ipoteza, ABDO este trapez (Figura 2). Se stie cd dreapta care trece prin
punctul de intersectie a diagonalelor (punctul S) si prin punctul de intersectie a laturilor neparalele (punctul
E) trece prin mijloacele bazelor, agsadar F este mijlocul lui AB. Deducem cd OF 1 AB si cum triunghiul AOB
este isoscel, obtinem §i ZAOF = C. ..o 3p

Egalitatea sin 2B = ctg(C, sau 2sin B cos B = ctgC' se scrie echivalent

AD BD OF _AD BD OF

"AB AB _AF T AB 4B~ ap T AP BD=0F-AB,

........................................................................................................... 2p
relatie care exprima egalitatea ariilor triunghiurilor ABD si AOB si este evidenta deoarece ABDO este
1321 01778 PP 2p
Problema 2. Fie Py, P1,..., P21 puncte pe cercul trigonometric, de centru O i raza 1, astfel incat,

pentru orice n € {1,2,...,2021}, lungimea arcului de cerc parcurs in sens trigonometric de la P,y la P,



. . [T
apartine intervalului [5, 7Ti| .

Aflati lungimea maxima a vectorului

O¢0+Oj1+~--+0?2021-

Solutie. Vom arita ca \O—PS + O—Pl) + O—Pg)| <1.

Fie a = m(£LPyOPy) si 8 = m(£LP1OPs). Avem m(£LP,OFy) =21 —a— [ si

‘0?0—5-0?14-0?2‘2:(ﬁo+ﬁ1+ﬁ2>'<ﬁo+ﬁ1+ﬁ2>

= 3+2(cosa+ cosf +cos(2m —a — f3))
= 14+2(cosa+cosB+ 1+ cos(a+ )
a—+f «@ B

2

= 1+ 8cos COSs — COS —,
+ 8 cos 052 052
deci
‘(ﬁ)owLO?lJrO?Q‘§1@cosa;ﬂcos%cos§§0,
a f T a+p T
te adevirat, pentru ci %, 5 € [1,7] ¢ ]
ceea ce este a evar:;m,penruca2 26 19 5 S 2,7r

Analog se arata ca )0?3]6 + ﬁ3k+1 + 0?3;%2‘ < 1, pentru orice k, 0 < k < 673.
Asgadar,

2021 673
Z O?n < Z ‘ﬁ3k + 0?31%1 + 0?31”2‘ < 674.
n=0 k=0

.......... 2p

Putem obtine egalitatea luand, de exemplu, Py, P;, P, puncte pe cerc astfel incat arcele de cerc parcurse in
T

sens trigonometric PyP; §i P; P> sa aiba masura 5 apoi

Py, n=3kkec{l,...,673}
P,={P, n=3k+1ke{l,...,673}
Py, n=3k+2ke{l,...,673}.

Problema 3. Fie a, b, c numere strict pozitive, astfel incat a + b+ ¢ = 1. Aratati ca

ijL 4 S 13
abc  a?4+b24+c2 T ab+bc+ca’

Solutie. Inegalitatea este echivalenta cu

1 1 1 4(ab+bc+ ca)
S e L LA TS
a+b+c+ a?+b2+c2 ~

sau
1 1 4(ab + bc + ca)

1
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(a+ +c)(a+b+c>+ PR 2

(a — b)? S 2(a —b)? < 2(a —b)?
ab T a?24b2 T aZ+02+4c2’
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de Unde CONCIUZIA. . . . ..ottt e e e e e e e e e e 2p

Problema 4. Fie A o multime finitd de numere naturale. Determinati toate functiile f : N — A cu
proprietatea cd f(|x —y|) = |f(z) — f(y)|, pentru orice z,y € N.

Solutie.

Pentru z = y, rezulta f(0) = 0, deci dacd 0 ¢ A, nu existd astfel de functii..................... . ..., 1p

Consideram in continuare 0 € A.

Fie a € N*. Vom arata cd f(2a) = 0.

Numerele din girul f(a), f(2a), ..., f(na), ... apartin lui A, care e finitd, deci existd 1 < i < j astfel ca
flia) = f(ja). Pentru x = ia,y = ja, rezultd f((j —i)a) = 0.

Deci exista k € N* astfel ca f(ka) = 0. Alegem k € N* minim cu aceastd proprietate.

Daca k > 3, atunci ludm = = ka,y = a si obtinem f((k — 1)a) = f(a). Apoi, pentru z = (k — 1)a,y = q,
gasim ca f((k — 2)a) = 0, ceea ce contrazice minimalitatea lui k.

Deci k < 2, adicd f(a) = 0 sau f(2a) = 0. S& presupunem ci f(2a) # 0. Atunci f(a) = 0. Pentru
x = 2a,y = a, obtinem ca f(a) = |f(2a) — f(a)| & f(2a) = 0, contradictie.

Deci f(2a) = 0. Cum a € N* a fost ales arbitrar, rezulta ca f(n) = 0 pentru orice numar par n.......... 4p

Fie acum z,y impare. Desigur, |z — y| este par, deci f(|Jz — y|) = 0. Rezultd ca |f(z) — f(y)| = 0, asadar
f(x) = f(y) pentru orice z,y impare.

Gasim ca

Fn) = {c, dacaé T este impar
0, daca x este par

PENtTU € € A, arDIbTaAT. .. ..ot e 1p
Toate aceste functii verifica conditia din enung............ i e 1p



