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Etapa III - 24 aprilie 2021
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Problema 1.

Fie f : [a, b] → R o funcţie cu proprietatea lui Darboux astfel ca f(a) · f(b) < 0.
Arătaţi că există α, β astfel ca a < α < β < b şi f(α) + f(β) = f(α) · f(β).

Soluţie.
Conform ipotezei, există c ∈ (a, b) astfel ca f(c) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 1 punct
Presupunem f(a) < 0 şi f(b) > 0. (Cazul f(a) > 0 şi f(b) < 0 se tratează analog.)
Fie m = min

{
1
2
, f(b)

}
∈ (0, 1/2] . Conform proprietăţii lui Darboux a funcţiei f , au

loc incluziunile: [f(a), 0] ⊂ f([a, c]) şi [0,m] ⊂ [0, f(b)] ⊂ f([c, b]). . . . . ... 2 puncte

Funcţia g : [0,m]→ R, g(x) =
x

x− 1
, este strict decrescătoare şi continuă, deci are

imaginea g([0,m]) =
[

m
m−1 , 0

]
⊂ (−∞, 0]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 2 puncte

Alegem y ∈ (f(a), 0)∩
(

m
m−1 , 0

)
. Atunci există α ∈ (a, c) astfel ca f(α) = y şi există

x ∈ (0,m) astfel ca g(x) = y, deci există β ∈ (c, b) astfel ca f(β) = x. Rezultă

a < α < β < b şi f(α) =
f(β)

f(β)− 1
, deci f(α) + f(β) = f(α) · f(β). . . . ... 2 puncte

Problema 2.

Pentru n ≥ 2 numere reale nenule a1, a2, ..., an, nu neapărat distincte, definim
matricea A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(R) prin aij = max{ai, aj},∀ i, j ∈ {1, 2, ..., n}.
Arătaţi că rang(A) = card{ak| k = 1, 2, ..., n}.

Soluţie.
Pentru i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, dacă ai = aj, atunci linia (coloana) i a matricei A este
egală cu linia (coloana) j a matricei A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 1 punct
Presupunem că printre numerele reale nenule a1, a2, ..., an există r ≤ n numere
distincte ak1 < ak2 < . . . < akr . Rangul unei matrice este egal cu numărul de linii
(coloane) liniar independente şi este invariant la permutarea liniilor (coloanelor).
Rezultă rang(A) = rang(B), unde B = (akikj)1≤i,j≤r ∈Mr(R). . . . . . . . ... 3 puncte
Avem

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ak1k1 ak1k2 . . . ak1kr−1 ak1kr
ak2k1 ak2k2 . . . ak2kr−1 ak2kr

. . .
akr−1k1 akr−1k2 . . . akr−1kr−1 akr−1kr

akrk1 akrk2 . . . akrkr−1 akrkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ak1 ak2 . . . akr−1 akr
ak2 ak2 . . . akr−1 akr

. . .
akr−1 akr−1 . . . akr−1 akr
akr akr . . . akr akr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ak1 − ak2 ak2 − ak3 . . . akr−1 − akr akr

0 ak2 − ak3 . . . akr−1 − akr akr
. . .

0 0 . . . akr−1 − akr akr
0 0 . . . 0 akr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= akr

r−1∏
i=1

(
aki − aki+1

)
6= 0.

Rezultă rang(A) = rang(B) = r = card{ak| k = 1, 2, ..., n}. . . . . . . . . . . ... 3 puncte
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Problema 3.

Fie f : R→ R o funct, ie derivabilă de ordinul n ≥ 2, astfel ı̂ncât

lim
x→∞

f(x) = ` ∈ R şi lim
x→∞

f (n)(x) = 0.

Demonstrat, i că lim
x→∞

f (k)(x) = 0, pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, unde f (k)

reprezintă derivata de ordinul k a funct, iei f .
Soluţie.

Definim funcţiile gk : (0,∞) → R, gk(x) =
n−1∑
i=1

ki

i!
f (i)(x), k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Fie

x > 0 şi k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Din formula lui Taylor cu rest Lagrange, există

ck(x) ∈ (x, x+ k) astfel ca gk(x) = f(x+ k)− f(x)− kn

n!
f (n)(ck(x)) . . . ... 2 puncte

Avem lim
x→∞

ck(x) = ∞, k = 1, 2, . . . , n − 1. Atunci, conform ipotezei, rezultă

lim
x→∞

gk(x) = 0, pentru oricare k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 1 punct

Fie A =


1 2 . . . n− 1
1 22 . . . (n− 1)2

. . .
1 2n−1 . . . (n− 1)n−1

 ∈ Mn−1(R). Pentru orice x > 0, avem

(g1(x) g2(x) . . . gn−1(x)) =

(
f (1)(x)

1!

f (2)(x)

2!
. . .

f (n−1)(x)

(n− 1)!

)
· A. . . . . . . ... 2 puncte

Matricea A este inversabilă deoarece det(A) = (n− 1)!
∏

1≤i<j≤n−1

(j − i) 6= 0.

Fie A−1 = (aik)1≤i,k≤n−1. Obţinem f (k)(x) = k!
n−1∑
i=1

gi(x)aik, x > 0, k = 1, n− 1.

Rezultă lim
x→∞

f (k)(x) = k!
n−1∑
i=1

aik lim
x→∞

gi(x) = 0, ∀ k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. ... 2 puncte

Problema 4.

Fie n ≥ 2 şi matricele A,B ∈ Mn(R). Presupunem că există x ∈ R \
{

0,
1

2
, 1

}
astfel ı̂ncât xAB + (1− x)BA = In. Arătaţi că (AB −BA)n = On.

Soluţie.
Fie λ1, λ2, . . . , λn ∈ C valorile proprii comune ale matricelor AB şi BA. ... 1 punct
Atunci matricea (1−x)BA are valorile proprii (1−x)λi, i = 1, 2, . . . , n, iar matricea
In − xAB are valorile proprii 1− xλi, i = 1, 2, . . . , n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 1 punct
Cum matricele (1−x)BA si In−xAB sunt egale, ele au aceleaşi valori proprii, deci

(1)
∑

1≤i1<...<ik≤n

(1−x)kλi1λi2 . . . λik =
∑

1≤i1<...<ik≤n

(1−xλi1)(1−xλi2) . . . (1−xλik),

pentru k = 1, 2, . . . , n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 1 punct

Notăm Sk =
∑

1≤i1<ldots<ik≤n

λi1λi2 . . . λik , k = 1, 2, . . . , n. Demonstrăm Sk = Ck
n.

Pentru k = 1, avem (1− x)
n∑

i=1

λi = n− x
n∑

i=1

λi, de unde S1 = n = C1
n.

Fie k ∈ {2, . . . , n}. Presupunem Si = Ci
n, i = 1, . . . , k − 1. Atunci, conform (1),

(1−x)kSk = Ck
n−xCk−1

n−1S1+x
2Ck−2

n−2S2+. . .+(−1)k−1xk−1C1
n−(k−1)Sk−1+(−1)kxkSk =

= Ck
n − xCk−1

n−1C
1
n + x2Ck−2

n−2C
2
n + . . .+ (−1)k−1xk−1C1

n−(k−1)C
k−1
n + (−1)kxkSk =

= Ck
n − xCk

nC
1
k + x2Ck

nC
2
k + . . .+ (−1)k−1xk−1Ck

nC
k−1
k + (−1)kxkSk =
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= Ck
n

[
(1− x)k − (−1)kxk

]
+ (−1)kxkSk.

Obţinem
[
(1− x)k − (−1)kxk

] (
Sk − Ck

n

)
= 0.Avem (1−x)k−(−1)kxk 6= 0, deoarece

x 6= 1
2
. Atunci Sk = Ck

n. Conform principiului al II-lea al inducţiei matematice,

rezultă Sk = Ck
n, ∀ k ∈ {1, 2, . . . , n}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 2 puncte

Fie pAB(x) = det(xIn − AB) polinomul caracteristic al matricei AB. Avem:

pAB(x) =
n∏

i=1

(x− λi) = xn − S1x
n−1 + S2x

n−2 + . . .+ (−1)nSn =

= xn − C1
nx

n−1 + C2
nx

n−2 + . . .+ (−1)nCn
n = (x− 1)n.

Atunci (AB − In)n = pAB(AB) = On. Cum AB − In = (1− x)(AB −BA) şi x 6= 1,

obţinem (AB −BA)n =
1

(1− x)n
(AB − In)n = On. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 2 puncte


