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Solutii-Bareme — clasa a XI-a

Problema 1.

Fie f : [a,b] — R o functie cu proprietatea lui Darboux astfel ca f(a) - f(b) < 0.
Aratati ca exista a, § astfel caa <a < 8 <bsi f(a)+ f(B) = f(a) - f(B).

Solutie.
Conform ipotezei, exista ¢ € (a,b) astfel ca f(c) =0. ......... ... ... 1 punct
Presupunem f(a) < 0si f(b) > 0. (Cazul f(a) > 0si f(b) < 0 se trateaza analog.)
Fie m = min {3, f(b)} € (0,1/2]. Conform proprietatii lui Darboux a functiei f, au
loc incluziunile: [f(a),0] C f([a,c]) si [0,m] C [0, f(b)] C f([c,b]). ....... 2 puncte

Functia g : [0,m] — R, g(z) = x
I‘ J—

, este strict decrescatoare si continua, deci are

imaginea g([0,m]) = [-25,0] C (—00,0]. ... 2 puncte
Alegem y € (f(a),0) N (:25,0). Atunci existd a € (a, c) astfel ca f(a) =y si existd
z € (0,m) astfel ca g(x) = y, deci exista 8 € (¢, b) astfel ca f(5) = x. Rezulta
a<a<f<bsifla)= %, deci f(a)+ f(B) = f(a)- f(B). ...... 2 puncte

Problema 2.

Pentru n > 2 numere reale nenule aq,as, ..., a,, nu neaparat distincte, definim
matricea A = (a;j)1<ij<n € M,(R) prin a;; = max{a;,a;},Vi,j € {1,2,...,n}.
Aratati ca rang(A) = card{ax| k =1,2,...,n}.

Solutie.

Pentru i,7 € {1,2,...,n}, dacd a; = a;, atunci linia (coloana) i a matricei A este
egala cu linia (coloana) j a matricel A. ...... .. ... . i 1 punct
Presupunem ca printre numerele reale nenule aq,as, ..., a, exista r < n numere
distincte ag, < ag, < ... < ag,. Rangul unei matrice este egal cu numarul de linii
(coloane) liniar independente si este invariant la permutarea liniilor (coloanelor).
Rezulta rang(A) = rang(B), unde B = (ag, )1<ij<r € Mo (R). ....... ... 3 puncte
Avem

Ak by Al ks e (07739 Ak K, Afy Ak v Q. A,

ak2k1 akaQ PN akaT_l akzkr ak2 ak2 e (Zkr_l CLkT
det(B) = . =

Aky_rky Qkp_rky -+ Okp_ikey Qkyoiky kp—y Qkpy - Ay Ok

Ak kq A\ ko e Al ko1 Ak, k, ag,. ag,. R A, ag,.

Ay — Qfy Qg — Afg -+ Af,._; — Ak,  Af,.
0 Ay — Qfg - . Ak, — G, A, r—1
= :akTH(aki—akm);éO.
0 0 ce. Q. — Q. A, i=1
0 0 ce 0 ag,.

Rezulta rang(A) = rang(B) = r = card{ax| k =1,2,....,n}. ........ ... 3 puncte




Problema 3.
Fie f : R — R o functie derivabila de ordinul n > 2, astfel incat

lim f(z)=¢eRg lim f™(z)=0.
T—>00 Tr—00

Demonstrati ca rh_)rgo f®(x) = 0, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}, unde f®
reprezinta derivata de ordinul k£ a functiei f.
Solutie. .

Definim functiile g : (0,00) — R, gx(z ZZ—: ,ke{l,2,...,n—1}. Fie
r>0s k€ {1,2,...,n—1}. Din forrnul_a lui Taylor cu rest Lagrange, exista
cp(x) € (x,x + k) astlel ca gi(z) = f(x + k) — f(z) — —f )(cx(x)) ...... 2 puncte
Avem lim ¢x(z) = o0, k = 1,2,...,n — 1. Atun(n conform ipotezei, rezulta
lim gkg;)w: 0, pentru oricare k € {1,2,...,n—1}. ... ... 1 punct
o 1 2 ... n—1

Fie A = S G € M, 1(R). Pentru orice x > 0, avem

12 L (n—1)m

W (z) @ (y (n=1) (g
(91(z) ga(z) ... gn-a(z)) = (f 1[( )1 2!( ! Jzn—i)g

Matricea A este inversabild deoarece det(A) = (n — 1)! H (j—1) #0.

> N 2 puncte

1<i<j<n—1

Fie A™' = (ai)1<ik<n_1. Obtinem f ®)(z) = k'ZgZ r)apg, >0, k=1,n—1.
n—1

Rezulta Ilgglo f®(z) = k! izlaik xh_)rglogz(x) =0, Vke {1,2,...,n—1}. ... 2 puncte

Problema 4.
1
Fie n > 2 gi matricele A, B € M,(R). Presupunem ca exista = € R\ {0, 2 1}

astfel incat ©AB + (1 — x)BA = I,,. Aratati ca (AB — BA)" = O,,.
Solutie.

Fie A1, Ao, ..., A\, € C valorile proprii comune ale matricelor AB si BA. ... 1 punct
Atunci matricea (1 —x)BA are valorile proprii (1—x)\;, i = 1,2, ..., n, iar matricea
I, — xAB are valorile proprii 1 —zXA;, 1t =1,2,....,n. ... 1 punct

Cum matricele (1 —xz)BA si I, — xAB sunt egale, ele au aceleasi valori proprii, deci

L D =N A= > (L=ad)(1—ah,) . (1—a),),

1<i1 <..<ip<n 1<i1 <...<ip<n
PENtIU b = 1,2, . M o 1 punct
Notam S, = Z Ay Aiy -+ Ny, k=1,2,...,n. Demonstram S, = C*.
1<iy<ldots<ip<n
n n
Pentru k = 1, avem (1 —x)Z)\i =n— a:Z)\i, de unde S; =n = C}.
i=1 i=1

Fie k € {2,...,n}. Presupunem S; = C", i = 1,...,k — 1. Atunci, conform (1),
(1—2)%S, = C’k—xC'k 1S +22Cr=28,+.. +( 2Oy Skt (—1)kab Sy, =
= OF —pCF 1O + 22CF2C% 4 4 (—1)F k’lC,ll_(k_l)Cﬁ’l + (=1)*2*S, =

= CF —2CkCL 4+ 22CFCE + ..+ ()M rORCE T - (—1)Rats), =



=C (1 —2)% — (=1)Fz*] + (=1)*a*Sy.

Obtinem [(1 — z)* — (=1)*z*] (S, — C¥) = 0. Avem (1—x)*—(—1)*z* # 0, deoarece
x # 3. Atunci Sy = CF. Conform principiului al II-lea al inductiei matematice,
rezultd S, = CF YV ke {1,2,....n}. .o 2 puncte
Fie pag(x) = det(xI, — AB) polinomul caracteristic al matricei AB. Avem:

n

pap(x) = H(:L‘ — ) =a" = S+ S 4+ (1S, =

i=1

=2" - Cla" '+ C2" 2+ (-1)"CF = (- 1),
Atunci (AB — 1,,)" = pap(AB) = O,,. Cum AB—1I, =(1—2)(AB— BA) siz # 1,
obtinem (AB — BA)" = A=) (AB—L)"=0n. «vviiiiiiiiiiii 2 puncte




