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Subiectele si baremele — clasa a X-a

Problema 1.

Determinati numerele complexe z,y, z, de acelasi modul, stiind ca numerele = +
y+ 2 si 2% + 32 + 2% sunt reale.

Solutie si barem. Din ipoteza avem x = r(cosa + isina),y = r(cosb +
isinb),z = r(cosc+isinc), r,a,b,c € Rjr > 0si Y sina = > sin3a = 0. Cum
sin3a = 3sina — 4sin® a, obtinem Y sin®a=0. ............ ... 2 puncte
Cum sin a, sin b, sin ¢ sunt solutiile ecuatiei t>*+at—3 = 0,unde a« = >_sinasinb, =

sinasinbsin ¢, rezultd Y sin*a +a Y sina — 38 =0, deci 5 =0. ....... 3 puncte

Presupunand sin a = 0, rezulta sin b = — sin ¢ si obtinem cosa = 1, cosb = *cosc.

In concluzie, (z,y,z) = (£|u|,u, —u) sau (z,y, z) = (£|ul, u, @) si permutarile, unde

WE G 2 puncte

Solutie alternativa. O solutie este © = y = z = 0. Presupunand ca |z| =

ly| = |z| = r > 0, pentru a = z,b = g,c — Z avem la| = [b] = |¢] = 1 si

T r r

at+bte A+ 4+ eER Atuncia+b+cE€R < a+btc=a+bt+c <
1 1 1

a—l—b+c:——|—g+—<:>abc(a+b+c):ab+bc—|—ca. .............. 1 punct
a c

Pe de altd parte, (a +b+¢)® — (a®> + 0* + *) = 3(a + b)(b+ ¢)(c + a) € R de unde
(a+b)(b+c)(ct+a) = (a+b)(b+c)(c+a) < (a+b)(b+c)(c+a)((abc)*—1) = 0.

......................................................................... 2 puncte
Daca (a4 b)(b+ ¢)(c + a) = 0 se obtin solutiile (a, b, c) = (£|u|,u, —u), v € C*. si
permutarile. ... ... 1 punct

Daca abc = 1 rezulta cd a,b, c sunt solutiile ecuatiei t* — st? + st — 1 = 0, unde
s = a+ b+ ¢, de unde obtinem (a, b, c) = (|ul,u,w), u € C* si permutarile.

.......................................................................... 1 punct
Dacd abc = —1 rezulta ci a,b, ¢ sunt solutiile ecuatiei t3 — st> — st + 1 = 0, unde
s =a+ b+ ¢, de unde obtinem (a, b, c) = (—|ul|,u,w), u € C* si permutarile.

.......................................................................... 1 punct
In concluzie, (z,y,z) = (|u|, u, —u) sau (z,v, z) = (£|u|, u, @) si permutirile, unde
W E G 1 punct

Problema 2.
Fie a,b,c,d € N, d # 0 si fie functia f : N — N, definita prin

[an—l—b

fn) = cn +d

} , oricare ar fin € N,

unde [z] reprezinta partea intreaga a numarului real . Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1° f este surjectiva.

2°c=0,b<dsi0<a<d.



Solutie si barem. Admitem ca f este surjectiva. Daca am avea ¢ # 0,
cm—l—b<an+b_a+ b a+b

atunci pentru orice n € N* am avea < = -4+ — <
cn+d cn c cn c

a+b| . - D . : o

f(n) < , In contradictie cu surjectivitatea lui f. Prin urmare, trebuie sa
c
) an+0b )

avem ¢ = 0, deci f(n) = y oricarear fin e N. ......... ... .. 2 puncte
Se constata imediat ca f este crescatoare. Daca am avea b > d, atunci pentru orice

b
n € N am avea f(n) > f(0) = 31 > 1, de unde 0 ¢ Im f, in contradictie cu

surjectivitatea lui f. Drept urmare, trebuie sa avem b < d. Evident, avem a > 0
b
(altfel, f ar fi constanta gi nu ar fi surjectiva). Deoarece f(d) = |a + 3} = a, f este

crescatoare gi surjectiva, trebuie ca {0,1,...,a} C {f(0), f(1),..., f(d)}, de unde
S 2 puncte

Avem f(0) = L%} =0si0< fln+1)— fln) = {W} _

[ b b b

an; - [an;— + %} — [an+ } <1, deunde f(n+1)— f(n) € {0,1} oricare
ar fin € N

Daca f nu ar fi surjectiva, ar exista un ny € N cu proprietatea ca f(n) =
[ b b

Cm; = [Cmod+ } = f(ng) oricare ar fin > ng. Dar atunci ar trebui ca
i . . b +b
pentru orice n > ngy sa avem an+ < M = kil 7 + 1, ceea ce este absurd.
Contradictia obtinuta arata ca f este surjectiva. ...................... 3 puncte

Problema 3.

Fie n > 2 un numar natural cu proprietatea ca multimea radacinilor de ordin n

ale unitatii are mai putin de olvil _q submultimi cu suma elementelor nula. Aratati
ca n este prim. (Am notat cu [z] partea intreaga a numarului real z.)

Solutie si barem. Fie v = cos%r + ¢sin 27”, atunci 7" = 1. Daca n este
compus, exista o scriere n = ab cu a,b > 2. Presupunem ca a > b. Fie A =
{70, 9%, 2, ..., v~} Suma elementelor acestei multimi este S(A) = > 2 =

z€A
a1
];_:0(7) = =00 2 puncte

Consideram multimile A; = v'A = {y'z|r € A}, i = 0,1,...,a — 1. Afirmam c&
acestea sunt disjuncte dou cate doud i fiecare are suma 0. Intr-adevir, S (A;) =
S x=+"> x=0. Existenta unui z € A; N A;,i # j implicd x = ~iy% = i
€A, z€A

pentru 7,5 € 0,1,...,a — 1 si k,p € 0,1,...,b — 1. Atunci v**=3=® —= 1  deci
nli+ak—j—ap. Cum |i+ak—j—ap| < |i—j|+alk—p| < a—1+a(b—1) = ab—1 =n—1
rezulta ca i + ak = j + ap, deci ali — j. Dar cum |i — j| < a — 1 rezulta i = j,
contradictie. . ... 3 puncte

Atunci multimile din setul S = { |J Ax|M C {0,1,...,a — 1}} sunt diferite doua
keM
cate doua gi au suma elementelor 0. Acestea sunt in numar de 2 — 1, dar cum

a>b=a®>>n, decia > Vniar 24 —1 > 2[‘/5] — 1, contradictie. Deci n este prim.



Problema 4.

Determinati numerele intregi nenule a pentru care exista functiile f,g : Q — Q
care verifica ecuatia functionala:

flx+9g(y)) =g(x)+ f(y) + ay, oricare ar i z,y € Q. (1)
Determinati toate aceste functii.

Solutie si barem. Aratam ca a este produs de doi intregi consecutivi nenuli.
Observam ca daca (f, g) este solutie si ¢ € Q, atunci (f + ¢, g) este solutie, astfel ca
putem presupune f(0) = 0.

Daca in (1) punem (z,y) — (—g(0),0) rezulta g(—g(0)) =

Daca in (1) punem (z,y) — (—g(0), —g(0)) rezulta ag(0) = 0 deci a = 0 sau ¢(0) =
0. In cazul a # 0 continuéim cu g(0) = 0, f(0) =
Daca in (1) punem y = 0 rezulta f(z) = g(z), x € Q si revenind in (1) obtinem:

e+ fly) = fle)+ fly) +ay, 2,y € Q. (2)

Punem in (2), (z,y) — (z — f(x),z) si obtinem f(x — f(x)) = —ax, = € Q, deci f
este surjectiva.

Punem in (2), z = 0 si obtinem: f(f(y)) = f(y) + ay, y € Q. Folosind (2) rezulta
flx+ fly) = f(x) + f(f(y)) g1 cum f este surjectiva rezulta f(z + 2) = f(x) +
f(2), Y2,z € Q. Deci f este aditiva, prin urmare f(z) = azx, Vz € Q, a € Q*.
......................................................................... 3 puncte
Revenind in (2) obtinem: a(x+ay) = ar+ay+ay, ¥V r,y € Q deci o> —a—a = 0.

1+v1+4
Avem O{LQZ# €Q < V1+4a€Z,prin urmare a = k(k+ 1), k €
N*, 041:]{?—{—]_, 0[2:—]{5.

In concluzie, @ = k(k + 1), k € N* iar perechile de functii sunt f(z) = (k+ 1)z +
¢, g(x) =(k+ 1)z si f(z) = —kz +¢, g(x) =—kzrunde k € N*, ¢ € Q.

Aceste functii verifica relatia din enunt. .......... ... .. .o 1 punct
Observatie. Pentru gasirea, fara argumentare, a tuturor numerelor intregi a si a
functiilor asociate, se va acorda 1 punct.



