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CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie a un numar real strict pozitiv. Determinati valoarea minima a expresiei

</01f(:c) dx)2 (a4 1) /le%f(x) dz,

cand f parcurge multimea functiilor concave f: [0,1] — R, cu f(0) = 1.
Solutie. Fie f: [0,1] — R o functie concava, astfel incat f(0) = 1. Cum
2 f(@) +1— 29 = 2 f(2) + (1= 29) £(0) < F(a® 2+ (1— 2) - 0) = f(a"H),
prin inmultire cu (a + 1)z, rezulta
(a+ e f(z) + (a+ 1)(2* — 2%) < (o + 1)a" f(a),

oricare ar i x In [0, 1], ..o 2p

Integrand pe intervalul [0, 1], obtinem

deci . .
(a+1)/ 2 f(x) dx + < [ f(z)dz
0 2a+1 7 Jo
..................................................................................... 2p
1 1 2
Cum f(x)dx§< f(x)da:) +Z,ob‘ginem
0 0
1f(x)dx 2—(a+1)/11'2“]“(91;)d:c e 1 2l
0 0 T 2a+1 4 Sa+4
..................................................................................... 1p

rezulta ca minimumul cerut este (2a —1)/(8a+4). ... ... 2p



Problema 2. Fie n un numar intreg par, n > 4, si fie G un subgrup de ordin n al
grupului multiplicativ al matricelor inversabile din My (C). Aratati ca G are un subgrup
H, astfel incat {I,} S HC Gsi XYX ™! € H, oricare ar fi X € G si oricare ar i Y € H.

Solutie. Multimea H = {X |X € G, det X = 1} contine matricea unitate Iy si este
multiplicativ stabila, deci este un subgrup al lui G. ............ ... ... .. ... ... ..., 1p

Daca {I,} € H C G, atunci subgrupul H are proprietatea ceruta. ............... 1p

Daca H = {I»}, atunci oricare douad matrice X si Y din G comuta, deoarece deter-
minantul comutatorului XY X 1Y ! este 1. Considerand o matrice X de ordin 2 in G,
subgrupul format din I, si X are proprietatea ceruta. ............... ... ... ... ... 2p

In fine, dacd H = G, considerand din nou o matrice X de ordin 2 in G, rezulta
(tr X) - X = 2I,, deci (tr X)?> = 4. Cum X # I, rezultd tr X = —2, deci X = —1[,. In
mod evident, subgrupul lui G format din £/, are proprietatea ceruta. .............. 3p

Simpla afirmatie ca, daca —Iy este in G, atunci subgrupul format din +15 are propri-
etatea ceruta in enuntul problemet, este notata 1 punct.

Problema 3. Fie f: [0,00) — (0,00) o functie crescatoare si fie g: [0,00) — R o functie
de doua ori derivabila, astfel incat ¢g” este continua si ¢”(x) + f(x)g(x) = 0, oricare ar fi
numarul real x > 0.

(a) Dati un exemplu de functii f si g, care indeplinesc conditiile din enunt i g este
neidentic nula.

(b) Aratati ca functia g este marginita.

Solutie. (a) Functiile f: [0,00) — (0,00), f(x) = 1, i g: [0,00) — R, g(z) = sinx,
indeplinesc conditiile din enunt. ....... .. . 1p

(b) Rescriem conditia din enunt sub forma ¢'(x)g”(x)/f(x) + g(x)g'(x) = 0, oricare

Functia z — 1/f(x), > 0, este descrescaroare gi ia valori strict pozitive. Conform
teoremei de medie, exista un punct ¢ intre 0 si ¢, astfel incat

t 1 " 0 / 2 / 2
/0 g(?)(i)(x) dp — f(lo) /O §(2)g"(x) dz = (9'(9))" — (4'(0)"




deci g este MAarginita. . ....... ... 1p

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 3, si fie a4, as, ..., a,_1, a, numere complexe
nenule, astfel incat |a;| < 1,7=1,2,...,n—1, si toti coeficientii polinomului [[}_, (X —a;)
sa fie intregi. Aratati ca:

(a) Numerele aq, as, ..., a,_1, a, sunt distincte doua cate doua,
(b) Daca a;, a;, ay sunt in progresie geometrica, atunci i = j = k.

Solutie. (a) Fie f =[], (X —a;). Cum ayay...a, = (—1)"f(0), rezulta ca f(0) # 0 si
laras ...an| > 1, dect |an] > 1. oo 1p

Presupunem ca f = gh, unde ¢ si h sunt polinoame monice neconstante cu coeficienti
intregi. Cum a, este radacina simpla lui f, putem presupune ca g(a,) = 0 si h(a,) # 0.
Fie m = degh si fie a;,, ..., a;,, radacinile lui . Cum h este monic, rezulta ca |h(0)| =
la;, ...a;, | <1, deci h(0) = 0, in contradictie cu f(0) # 0. Asadar, f este ireductibil in
Z[X], deci i in Q[X], de unde rezulta ca f nu are radacini multiple. ................ 2p

b) Presupunem ca exista a,, a,, a, In progresie geometrica, nu toate egale. Cum
py Yq> )
la,| > 1 |aa,] >1,i=1,2,...,n, rezulta ca p, q, r < n.
Fie g = [[<i<jcn (X —aia;). Coeficientii lui g sunt expresii simetrice in ay, ag, ..., ax,
deci sunt intregi. Daca a = apa,, atunci ¢ # p si ¢ # r, deci a; este radacina dubla a

7 2p

Cum ¢ este monic si are toti coeficientii intregi, exista un polinom monic h de grad
minim cu coeficienti intregi, astfel incat h(aZ) = 0. Rezulta cd g este divizibil cu h”.

Cum [aZ] < 1 si |h(0)] > 1, rezultd ca h are o raddcina complexa a de modul strict
mai mare deCat L. ... ... .. 1p

Din h?| g, rezultd cd a este radacind dubla lui g, in contradictie cu faptul ca singurele
radacini ale lui g de modul supraunitar sunt a;a,, i = 1,2, ..., n, care sunt radacini simple.



