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CLASA a IX-a

Problema 1. Aratati ca daca intr-un triunghi ortocentrul H, centrul de greutate G
si centrul I al cercului inscris sunt coliniare, atunci triunghiul este isoscel.

Solutie. Daca triunghiul este echilateral, concluzia este verificata.

Daca triunghiul este dreptunghic, atunci o bisectoare este si mediana, deci concluzia
este valabila.

In caz contrar, deoarece G, H si centrul O al cercului circumscris triunghiului sunt
coliniare, deducem ca [ este pe OH

Bisectoarea din A trece prin mijlocul D al arcului BC din cercul circumseris triunghiu-
lui, care nu-l contine pe A. Daca triunghiul nu este isoscel, O, I si H sunt distincte, iar
OD || AH implica é—g = %, de unde AH = %R, unde R este raza cercului circumscris.
In mod analog deducem BH = %R, CH = %R, deci H coincide cu O, ceea ce contrazice
ipoteza din acest CAzZ . ....... .. 4p

Problema 2. Demonstrati ca, daca a,b,c > 0 si a + b+ ¢ = 3, atunci
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Solutie. Eliminand numitorii obinem inegalitatea echivalenta a?c+b*a+c*b+>_ a*+

Stab+>Y a>3+2> a+ . ab, adicd a’*c+b*a+ b+ > a*>6 ..., 2p
Avem a?c > 2ac — c si analoagele ........... ... ... 3p
Este deci suficient sa ardtam ca > a* +2> ab— > a > 6, adica (>_a)? — > a > 6,

ceea ce reiese imediat din ipoteza ........ ... .. . 2p

Problema 3. Fie f : R — R si g : R — R doua functii de gradul 2 cu proprietatea:
pentru orice numar real r, daca f(r) este numar intreg, atunci si g(r) este numar intreg.

Demonstrati ca exista doua numere intregi m si n astfel incat g(z) = mf(z) + n,
oricare ar fi numarul real z.

Solutie. Inlocuind, eventual, f cu —f, putem presupune f(x) =az? +bx +c, g(x) =
ar? + Bz + v, cu a > 0. Pentru t intreg, ¢ > min f, fie v}, r/ solutiile ecuatiei f(z) = t.
Atunci g(r}) = 2(t—br,—c)+Br;+y =mt+pri+n,undem = 2, p= -2 n = — 2,

analog PEntril g(1y) ..o 1p



Numarul A(t) = |g(r}) — g(r])| = |p||r; — ]| = %\/b2 — 4ac + 4at este intreg pentru
orice t > min f si avem

4/p|

h(t+1)—h(t) = :
( )~ h(®) Vb? — dac + 4at + /b? — dac + 4a(t + 1)

Daca p # 0, pentru ¢ ales astfel incat b*> — dac+ 4at > 4p* obtinem 0 < h(t+1) —h(t) < 1

sih(t+1) —h(t) € Z —fals. Rezulta p =0, adica 2 =2 ... 3p
Obtinem astfel g(r;) = mt+n pentru orice ¢ intreg, ¢ > min f, deci g(r,,) —g(r;) =m
este Intreg, adica a = ma, cu m INtreg ... ... 2p
In sfarsit v = n + em, cu n intreg, deci g(z) = max?® + mbxr + cm +n = mf(z) + n,
CU 1M, N UINETE TNETEET ..ot e ittt e e e e ettt e 1p

Problema 4. Consideram un numar natural nenul n, un cerc de lungime 6n si 3n
puncte care impart cercul in 3n arce mici, astfel incat n dintre aceste arce au lungimea 1,
alte n dintre aceste arce au lungimea 2, iar cele n arce ramase au lungimea 3.

Aratati ca printre punctele considerate exista doua care sunt diametral opuse.

Solutie. Punctele considerate sunt o parte dintre varfurile unui poligon cu 6n laturi,
inscris in cercul dat.

Presupunem contrariul. Atunci capetele fiecarui arc de lungime 1 au ca puncte diame-
tral opuse doua puncte situate in interiorul unui arc de lungime 3. Astfel, fiecarui arc de
lungime 1 i se asociaza un arc ,,diametral opus” de lungime 3 ....................... 2p

Fixam un arc de lungime 1 si arcul ,,diametral opus” de lungime 3. Capetele lor
determing dous arce mici AB si D de lungimi %(671 —4) =3n — 2. Fie p gi ¢ numarul
arcelor de lungime 1, respectiv 3, continute de AB. Atunci €D contine p arce de lungime
3 si q arce de lungime 1. Fie » numarul arcelor de lungime 2 continute de AB. Deoarece
@4— D au impreuna n — 1 arce de lungime 1 si n — 1 arce de lungime 3, obtinem
p+q=mn—1, de unde 3n—2=@=p+3q+2r:n— 1+ 2(q+r), cea ce conduce la
2n — 11 =2(qg+r) —imposibil . ... .. 5p



