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CLASA a XII-a

Varianta 2 — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie F multimea functiilor continue f: [0,1] — R, care indeplinesc conditia
maxo<,<1 |f(z)| =1, si fie [: F - R,

1(f) = / f(@)de — £(0) + £(1).

(a) Aratati ca I(f) < 3, oricare ar fi f € F.
(b) Determinati sup {I(f)|f € F}.

Solutie. (a) Fie f o functie din F. Din conditia maxo<,<1 |f(z)] = 1, rezulta ca
[(f)§f011d33—|—1+1:3 .................................................. 2 puncte

Inegalitatea este stricta, in caz contrar, f(x) = 1, oricare ar fi x € [0, 1], i f(0) = —1,
contradictie .. ... ... .. 1 punct

2ne —1, 0<z<1/n,
1 I/n<az<1,

i) ={

Y

este un element din F. ... ... 2 puncte

Pentru aceasta functie,

1 1/n 1
mmzlhmmkn@+mm:4(m%um+[1m+uq

1/n
+3—-1/n=3-1/n.

= (nz? — )

Prin urmare, 3 — 1/n <sup{I(f)|f € F} < 3, oricare ar fi n > 2, deci supremumul
CETUL ESTe 3. 1 punct

Problema 2. Fie p un numar natural mai mare sau egal cu 2 gi fie (M,-) un monoid
finit, astfel incat a? # a, oricare ar fi a € M \ {e}, unde e este elementul neutru al lui
M. Aratati ca (M, -) este grup.

Solutie. Fie a € M ~\ {e}. Cum M este finit, exista doud numere naturale nenule i si k,
astfel TnCat a® = @™ F. . 1 punct



Prin inmultiri succesive cu a*, rezulta ca a’ = a™"*, oricare ar fi numarul natural

NENUL 70, o 1 punct

i+nk

Alegem un numar natural m, astfel incat mk > ¢. Prin inmultirea relatiei anterioare

cu a™ % obtinem a™F = a®™k. . 3 puncte

Fie b = a™*. Atunci b = b? si, prin eventuale inmultiri succesive cu b, obtinem b = b?.

............................................................................... 1 punct
Rezultd ca b = e, i.e., a™ = e. Cum mk > 2, obtinem a™ ' -a =a-a™ ! = e, deci
a este inversabil gi, prin urmare, (M, ) este grup. ..., 1 punct

Problema 3. Aratati ca o functie continua f: R — R este crescatoare daca si numai

daca )
(c— b)/ fz)dz < (b— a)/ f(z)dx
a b
oricare ar fi numerele reale a < b < c.

Solutie. Daca f este crescatoare si a < b < ¢, atunci

b
(c—1b) / f(2)da < (c— )b —a)f(b) = (b—a)(c—)F (D) < (b—a) | fla)da.

b

Reciproc, fie a si b doua numere reale, astfel incat a < b, si fie F': R — R o primitiva
a lui f. Daca x si y sunt numere reale, astfel incat a < x < y < b, din relatia din enunt,
rezulta ca

Fla) ~ Fla) _ Fly) ~ F(x) _ F(b) - F(y)
T —a - y—T - b—y
.............................................................................. 2 puncte
Cum F este derivabila si F' = f, obtinem
F(x)— F Fb)—F
.............................................................................. 2 puncte

Remarca. Implicatia directa nu necesita continuitatea lui f, deoarece monotonia functiei
implica integrabilitatea pe orice interval compact.

Implicatia reciproca nu necesita nici ea continuitatea lui f, c¢i doar existenta primi-
tivelor pe R.

In cazul in care f este continua, implicatia directa mai poate fi demonstrata dupa cum
urmeaza: conform teoremei de medie, exista o € (a,b) si 5 € (b, ¢), astfel incat

/f ydz = (b—a)f /f )dz = (c—b)f(B).



Cum « < 8, rezulta f(«a) < f(5), deci

b c
(c—b) / J(@)de = (c = B)(b— a)f(a) < (b— a)(c = B)f(B) = (b—a) / /() dz.

Problema 4. Fie n si ¢ doua numere naturale, n > 2, ¢ > 2 si ¢ # 1 (mod 4), si fie K
un corp finit care are exact ¢ elemente. Aratati ca, oricare ar fi elementul a din K, exista
r iy in K, astfel incat a = 2" + y*". (Orice corp finit este comutativ.)

Solutie. Fie p caracteristica lui K. Atunci p este prim gi ¢ = p®, unde « este un numar
natural nenul. Cum ¢ Z 1 (mod 4), rezulta ca si p Z 1 (mod 4), deci p = 2 sau p = 3
(mod 4) si, In acest caz, a este IMPAr. ...t 1 punct

Daca p = 2, iar x si y sunt elemente ale lui K, astfel incat 22" = y?", atunciz =y =0
sau, in cazul in care y # 0, (xy~1)?" = 1. Cum (zy 12" 7! = (2y 1) ! = 1, obtinem
ry~! =1, deci x = y. Prin urmare, functia f: K — K, f(z) = 2¥", este injectiva, deci
surjectiva. Daca a este un element oarecare din K, atunci exista un element z in K, astfel
incat a = f(z), deci a = 2% + 02 . 2 puncte

Daca p = 3 (mod 4) si « este impar, atunci si ¢ = 3 (mod 4), i.e., ¢ = 4k + 3, unde
k este un numar natural. Fie g: K* — K*, g(z) = 22", si fie z si y doud elemente din
K*, astfel incat g(x) = g(y). Atunci (xy~1)?" =1 i cum (xy ¥ = (2y~ 1) ! =1, iar
(27, 4k +2) = 2, rezultd (zy~1)? =1, deci zy ' =+, ie, y=+x. ........... 1 punct

Cum p este impar, rezulta ca 1 # —1, deci imaginea functiei g are exact (¢ — 1)/2
elemente. ... 1 punct

Fie K, = {2*"|z € K} = {0} UImg. Evident, |K,| =1+ (¢ —1)/2 = (¢ +1)/2.
Daca a este un element oarecare al lui K, atunci |K,| = |a — K,,| = (¢ + 1)/2, deci cele
doua multimi, K, si a — K,,, nu sunt disjuncte. Prin urmare, exista u si v in K, astfel
incat u = a —v. Cum u = 22" si v = y?", unde z si y sunt elemente din K, obtinem
a =22 2 puncte



