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Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie A € M3(R) o matrice care satisface urmatoarele conditii:
det (A2 — [) = det (A + [,) si det (A% — [,) = det (42916 + ).
Demonstrati ca det (A" — Iy) = det (A" + I3), pentru orice numar natural
nenul 7.

Solutie. Pentru M € My(R) are loc relatia

det (M — 1) = 2* — tr(M)x + det(M), V z € R. (1)

Fie A € M3(R) o matrice care satisface conditiile din enunt. Din (1)
obtinem

tr (A1) = g (4706) = )
.................................................................. 1 punct
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem
.................................................................. 1 punct
1) Daca tr(A) = 0, atunci din (3) obtinem A? = —det(A)l, de unde
A2 = — det'™"(A)I,. Din (2) rezultd det(A) =0. ........... .. 1 punct

2) Daca det(A) = 0, atunci din (3) obtinem A? = tr(A)A. Prin inductie,
AL = t1(A)A, ¥ n e N*. Rezulti tr (A") = tr"(A), ¥ n € N*. In particu-
lar, conform (2), 0 = tr (A%0M) = tr?4(A), deci tr(A) =0. ....... 1 punct
Presupunem, prin reducere la absurd, tr(A) # 0 si det(A) # 0. Din (3),
A6 — tr(A) A2015 + det(A) A2 = O,. Atunci tr (A%916) — tr(A)tr (A2015) +
det(A)tr (A%') = 0. Conform (2) si presupunerii, obtinem tr (A?5) = 0.
Din (3), deducem tr(A") = detl(A) [tr (A) tr (A™*!) —tr (A""?)], n e N*.
Astfel, pornind de la tr (A2°1%) = tr (42°1%) = 0, obtinem, in mod recurent,
tr (A%13) =0, tr (A?12) =0,--- tr (A) = 0. Contradictie.

In concluzie tr(A) = 0si det(A) = 0. .........ooviiiiiiiii 2 puncte
Din (3) rezultd A% = O, de unde obtinem A" = O,, V n > 2. Atunci, pen-
tru n > 2, avem det (A" — Iy) = det (=) = 1 = det ([3) = det (A" + I5).
Pentru n = 1, conform (1), det (A — Iy) =1 =det(A+I). ...... 1 punct




Problema 2. Pornind de la o matrice inversabila A € M,,(C) avand liniile
Ly, Ly, -+, Ly, construim matricele B € M,,(C) cu liniile O, Lo, -+ , L, si
C € M,(C) cu liniile Lo, -, L,,O, unde O desemneaza o linie cu toate
elementele nule. Fie matricele D = A™'- Bsi £ = A~ C. Aratati ci:

) rang(D) = rang (D?) = - = rang (D");
b) rang(F) > rang (E?) > --- > rang (E").

Solutie. a) Consideram matricea P € M,,(C),

o o0 o0 --- 0
0 1 0
P = 0 O 1 0
0 0 0 1
Avem D = ATYPA 1 punct
Cum P? = P, obtinem P* = P, k € N* (inductie). ............... 1 punct
Atunci D* = (A"'PA)* = A-'P¥A = A-'PA = D, k € N*. Prin urmare,
rang (D*) =rang (D) =rang(P) =n—1, k=1,n. ........... .. 1 punct
b) Fie matricea Q € M, (C),
0 1 0O --- 0
0 0 1 -0
0 0 0 - 1
0 0 0 - 0
Avem E = A7YQA. .. . 1 punct
ke k| Ln_
Se verifica inductiv ca matricea Q" se reprezinta in blocuri < % )
k,n
(unde I, € M,(C) este matricea unitate, iar O,, € M, ,(C) este matricea
nuld), pentru k =1,n— 1. Apoi, Q" =0O,. ..o 2 puncte

Din EF = (A71QA)* = A"1Q*A, k € N*, rezulti
rang (E*) =rang (Q*) =n—k, k=1,n,

de unde concluzia. .......... ... 1 punct

Problema 3. Fie a € R. Consideram o functie f : (0,00) — (0, 00). Aratati
ca urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

(i) lim Jw) =0gi lim )

= 00 , pentru orice € > 0;
z—o0 pate x—o0 rA ¢



In f(z)

N _
B e
Solutie.
(1) = (di). Fiee > 0. Conform (i), exista m; > 0 astfel ca Lf) <1, Vz>m
xa 3

f(z)

a—ée

si exista mgy > 0 astfel ca > 1, V& > mgy. Notam m = max {my, ma, 1}.

Atunci 2°7¢ < f(z) < 2%, V & > m. Prin logaritmare, obtinem inegali-

1
tatea a — e < nlf_(x) <a+e, Va>m. Cum e > 0 este arbitrar, rezulta
nx
1

lim L(a:) e 3 puncte
z—oo InT

(17) = (i). Fie e > 0. Conform (i), exista m > 1 astfel ca

1
a— =< n /() <a—i—§, Vao>m.
2 Inx 2

f(x)

rate re/2’ Vr>m

Obtinem 2%~/ < f(x) < 2°*/?, ¥V 2 > m. Ca urmare,

si Lf) > 252,V 2 > m. Dar lim 25/? = oo §i f(z) > 0, V & > 0. Conform
T T—00
criteriilor clegte si al majorarii se obtin limitele de la (7). ........ 4 puncte

Problema 4. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca f? este
derivabild pe R si (f2) = f.

Solutie.

Functia identic nula verifica cerintele. ......... ... ... ... .. ... 1 punct
Fie f : R — R o functie neidentic nula care verifica conditiile din enunt.
Existd deci 2y € R astfel ca f (x) # 0. Cum f? este derivabila, deci continua,
f? > 0 pe o vecinitate a lui 7y. Notdm

a = inf {t € (—o00,z0) [ f*(x) >0, V x € [t,x0]},
b= sup {t € (xg,00) |f*(z) >0, V x € [xo,t]}.

Avem —oco0 < a <z < b < oosi flx) #0, Ve (a,b). Cum f = (f?)
are proprietatea lui Darboux (conform teoremei lui Darboux), deducem ca f
pastreaza semn constant pe (a,b). ......... .. i 1 punct

1) Presupunem f(z) > 0, V = € (a,b). Atunci f = /f? pe (a,b), deci f
este derivabila pe (a,b). Conform ipotezei, avem 2f(z)f'(x) = f(z), YV = €

1
(a,b). Rezulta f'(x) = 2 V x € (a,b). Deducem ca exista ¢ € R astfel ca
f(z) = g +¢, € (a,b). Cum f(z) >0, Vx € (a,b), obtinem a > —2¢ (deci
a este finit), In acest caz, din definitia lui a si continuitatea lui f? rezulta

f?(a) = 0. Atunci ¢ = —g, deci f(z) = : ; a’ x € [a,b). Daca b ar fi finit,




2
_ b— )2
am obtine 0 = f(b) = lig)l (x 5 a) = ( 4a) ; contradictie. Deci b = oo
r—a

si prin urmare f(z) = , T € [a,00).

Mai mult, f(z) <0, Vx € (—o0,a). Astfel, daca ar exista x; < a astfel ca

f(z1) > 0, atunci f(a) > 0; contradictie. ....................... 2 puncte

2) Presupunem f(z) < 0, V = € (a,b). Rationand analog, obtinem b finit,
—b

fla)="2 . @ € (=00, si f(£) 20, V& € (5,00). oo 1 punct

Din cele de mai sus deducem ca, pe langa functia nula, urmatoarele tipuri

de functii f : R — R satisfac conditiile din enunt;:

0 r<a
, f<x>:{ 0, aeR;
S rza
xT_b, z<b
2. fle)=93 7 ,2p 0 PER
:”T*b, z<b
3. flx)=¢ 0, x € (bya) , a,b€eR, b< a;
z—a r>a

4. f(m)zg-f—c, reR, ceR.



