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CLASA a VI-a

Enunţuri

Problema 1. Un număr natural se numeşte superb dacă este multiplul
numărului divizorilor săi (spre exemplu 12 este superb deoarece are 6 divizori
şi 12 este multiplu al lui 6).

a) Determinaţi cel mai mare număr superb de două cifre.
b) Demonstraţi că nu există numere superbe care să aibă ultima cifră 3.

Problema 2. Determinaţi numerele naturale nenule a şi b pentru care
a + 1

b

şi
b + 2

a
sunt simultan numere naturale.

Problema 3. Fie ABC un triunghi dreptunghic ı̂n A. Bisectoarea unghiului
ACB intersectează latura AB ı̂n punctul D şi perpendiculara ı̂n B pe BC
ı̂n punctul E. Notăm cu F simetricul lui E faţă de B şi cu P intersecţia
dreptelor DF şi BC. Demonstraţi că EP ⊥ CF .

Problema 4. Fie a, b numere naturale nenule pentru care există p număr
prim cu proprietatea că [a, a + p] = [b, b + p]. Arătaţi că a = b.

Am notat [x, y] cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale x şi y.

Timp de lucru 2 ore şi 30 de minute.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.



Soluµii ³i bareme, clasa a VI-a

Problema 1.6 Un num r natural se nume³te superb dac  este multiplul num rului divizorilor s i
(spre exemplu 12 este superb deoarece are 6 divizori ³i 12 este multiplu al lui 6).

a) Determinaµi cel mai mare num r superb de dou  cifre.

b) Demonstraµi c  nu exist  numere superbe care s  aib  ultima cifr  3.

Soluµie a) 99 = 32 · 11. 99 are 6 divizori ³i 6 - 99.
98 = 2 · 72. 98 are 6 divizori ³i 6 - 98.
97 = 97. 97 are 2 divizori ³i 2 - 97.
96 = 25 · 3. 96 are 12 divizori ³i 12 | 96.
Cel mai mare num r superb de dou  cifre este 96. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

b) Fie X un num r natural cu u(X) = 3 (u(X) - ultima cifr  a lui X).

Dac  u(X) = 3, atunci X este impar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Pe de alt  parte u(X) = 3 implic  X nu este p trat perfect, iar un num r care nu este p trat
perfect are un num r par de divizori. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Cum un num r impar nu poate � multiplul unui num r par deducem c  X nu este superb. . . . 1p

Problema 2.6 Determinaµi numerele naturale nenule a ³i b pentru care
a+ 1

b
³i

b+ 2

a
sunt simultan

numere naturale.

Soluµie
a+ 1

b
num r natural nenul implic  b | a+ 1, de unde b ≤ a+ 1 ³i de aici b+ 2 ≤ a+ 3.

Acum
b+ 2

a
≤ a+ 3

a
= 1+

3

a
≤ 4. Cum

b+ 2

a
este num r natural nenul rezult 

b+ 2

a
∈ {1, 2, 3, 4}.

3p

Dac 
b+ 2

a
= 1, atunci din b + 2 = a rezult  b = a − 2. Atunci

a+ 1

b
num r natural nenul

implic 
a+ 1

a− 2
= 1 +

3

a− 2
num r natural nenul, de unde a ∈ {3, 5}. Obµinem soluµiile a = 3, b = 1 ³i

a = 5, b = 3.

Dac 
b+ 2

a
= 2, atunci din b+ 2 = 2a rezult  b = 2a− 2. Atunci

a+ 1

b
este num r natural nenul,

sau
2a+ 2

2a− 2
= 1 +

4

2a− 2
este num r natural par, de unde a ∈ {2, 3}. Obµinem soluµia a = 3, b = 4;

varianta a = 2, b = 2 nu veri�c  condiµiile iniµiale.

Dac 
b+ 2

a
= 3, atunci din b+ 2 = 3a rezult  b = 3a− 2. Atunci

a+ 1

b
este num r natural nenul,

sau
3a+ 3

3a− 2
= 1 +

5

3a− 2
este num r natural, de unde a ∈ {1}. Obµinem soluµia a = 1, b = 1.

Dac 
b+ 2

a
= 4, atunci b + 2 = 4a rezult  b = 4a − 2. Atunci

a+ 1

b
este num r natural nenul,

sau
4a+ 4

3a− 2
= 1 +

6

4a− 2
este num r natural par, de unde a ∈ {1, 2}. Obµinem soluµia a = 1, b = 2;

varianta a = 2, b = 6 nu veri�c  condiµiile iniµiale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p

Problema 3.6. Fie ABC un triunghi dreptunghic în A. Bisectoarea unghiului ACB intersecteaz 
latura AB în punctul D ³i perpendiculara în B pe BC în punctul E. Not m cu F simetricul lui E
faµ  de B ³i cu P intersecµia dreptelor DF ³i BC. Demonstraµi c  EP ⊥ CF .

1



Soluµie

În 4BEC, m(^CEB) = 180◦ −m(^EBC)−m(^ECB) = 90◦ −m(^ECB)
În 4ADC, m(^ADC) = 180◦ −m(^DAC)−m(^ACD) = 90◦ −m(^ACD)
Cum m(^ACD) = m(^ECB), rezult  ^ADC ≡ ^CEB (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Dar ^ADC ≡ ^EDB. De aici ³i din (1) rezult  [BD] ≡ [BE]. Cum [BE] ≡ [BF ] deducem c 

[BD] ≡ [BE] ≡ [BF ] ³i atunci 4DEF este dreptunghic în D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
În 4CEF , CB ³i FD în lµimi implic  P ortocentrul. În concluzie, EP este în lµime, adic 

EP ⊥ CF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Problema 4.6 Fie a, b numere naturale nenule pentru care exist  p num r prim cu proprietatea

c  [a, a+ p] = [b, b+ p]. Ar taµi c  a = b.
Am notat [x, y] cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale x ³i y.

Soluµie Din (x, y) · [x, y] = xy deducem [xy] =
xy

(xy)
. Am notat (x, y) cel mai mare divizor comun

pentru x ³i y. Cu aceasta egalitatea din enunµ devine
a(a+ p)

(a, a+ p)
=

b(b+ p)

(b, b+ p)
. (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Not m d1 = (a, a+ p) ∈ {1, p} ³i d2 = (b, b+ p) ∈ {1, p}.
Dac  d1 = d2 relaµia (1) conduce la a(a+ p) = b(b+ p), de unde a = b.
Presupunând a 6= b putem avea a < b. Atunci a+ p < b+ p, de unde deducem a(a+ p) < b(b+ p);

contradicµie. Dac  a > b, atunci a+ p > b+ p, de unde deducem a(a+ p) > b(b+ p); contradicµie. 2p

Dac  d1 = 1 ³i d2 = p relaµia (1) devine a(a+ p) =
b(b+ p)

p
sau pa(a+ p) = b(b+ p). (2)

Din d1 = 1 deducem c  p - a ³i p - a + p, iar din d2 = p deducem c  p | b sau b = px, cu x num r
natural.

Cu aceasta, relaµia (2) devine pa(a+ p) = p2x(x+ 1) sau a(a+ p) = px(x+ 1), de unde deducem
c  p | a(a+ p) ³i cum p este num r prim rezult  p | a; contradicµie.

Aceasta arat  c  situaµia d1 = 1 ³i d2 = p nu este posibil .
Analog se trateaz  cazul d1 = p ³i d2 = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p
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