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Solutii si bareme orientative

Problema 1. Un triunghi ABC are ortocentrul H diferit de varfuri si
de centrul O al cercului circumscris. Notam M, N, P centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor H BC, HC A, respectiv HAB. Demonstrati ca
dreptele AM, BN, CP si OH sunt concurente.

Solutie. Cercul HBC este simetricul cercului
A C circumscris triunghiului, deci M este simetricul
P N lui O fatd de BC......ooiiii 2p

Daca D este mljlocul lui [BC’] atunci OD =
— = —
OB+0C) = (OH OA) = lAH deci OM—

o

(S

Q
D[

Rezulta ca AHMO este paralelogram, deci
AM trece prin mijlocul segmentului [OH], ana-
log BN i CP oo 2p

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si ay,as,...,a, numere reale
strict pozitive astfel incat a1 < ag, a1 +as < ag, a1 +as + az < aqg,...,
a1 +as+ ...+ ap_1 < a,. Aratatica

a1 az as An-1 _ N
—+—+ =4+ <
az a3 a4 an 2
Cand are loc egalitatea ?
Solutie. Notam z1 = a1, xp = ap — (ap_1+ ...+ a1), k=2,n....... 2p
Observam ca g1 —Tp =agr1 —2ap, k=1,n—1......... ... ... 1p
n—1
a a a G Tit1 — X4
Rezult52(1+2+3+...+ n 1) :Z(l—”l’) ....1p
a2 a3 Qa4 an, i1 Qi1
21 R — z, 2 1 1
Ultima suma este n——l—z S T; ( — ) <
L O — a; Qi1
n, deoarece x; > 0,Vi=1,nsia; <ajy1,Vi=1,n—1.................. 2p
Egalitatea are loc daca si numai daca z9 = 23 = ... = z, = 0, adica
agzal,a3:2a1,...,an:2”_2a1 ..................................... 1p

Problema 3. a) Demonstrati ca 7 nu poate fi scris ca suma de trei patrate
de numere rationale.



b) Fie a un numar rational care poate fi scris ca suma de trei patrate de
numere rationale. Aratati cd a™ poate fi scris ca suméa de trei patrate de
numere rationale, oricare ar fi numarul natural nenul m.

Solutie. a) S& presupunem ca exista numerele rationale x,y, z astfel ca
7 =22 4+ y? 4 22. Scriind z, y, z ca fractii si eliminand numitorii, obtinem o
egalitate de tipul

n? =a® + b+, (*)
unde n, a, b, ¢ sunt numere naturale, nu toate nule.

Daca n este par, atunci a, b, ¢ sunt toate pare (nu pot fi toate trei impare,
iar daca exact doua sunt impare, suma patratelor da restul 2 la impartirea
cu 4, in timp ce 7n? se divide cu 4). impérgind cu 4, obtinem

™2 =at + b3 + 3,
sievident, 0 <a;+b1+c1 <a+b+ec.

Daca nj este tot par, repetam procedeul precedent (aceasta se poate
intampla de un numar finit de ori).

Daca n este impar, n = 2k + 1, atunci Tn? = 7-4k (k+ 1) +7 = M8+7.
Cum restul unui patrat la impartirea cu 8 este 0, 1 sau 4, deducem ca
egalitatea (*) de mai sus este imposibila ......... ... .. ..o 3p

b) Vom demonstra afirmatia prin inductie dupa m. Cazul m = 1 rezulta
din ipoteza. Sa presupunem afirmatia adevarata pentru orice m < n sisa o
demonstram pentru n + 1.

Dacd n+1 = 2k, atunci k < n, deci a* se scrie ca o sumi de trei patrate
de numere rationale, de exemplu a* = 22 + y? + 22, unde = > y > 2. Atunci

a?* = (22 +y* + z2)2 = (2% +¢" = 2%) + (202)" + (292)°,

si numerele 22 + y? — 22, 2xz, 2yz sunt evident rationale............... 2p
Dacad n+ 1 = 2k + 1, scriind a = 22 + 32 + 22, avem

2 2 2
a"tl = a? . g =a? (x2 + 2+ z2) = (ak:c) + (a%) + (akz) .

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea

f(a®) — f(0*) < (f(a) +b) (a— f(b)), oricare ar fi a,b € R.

Solutie. Pentru a = b = 0 obtinem f2(0) <0, deci f(0) =0 ........ 1p
Luand in ipoteza b = 0, apoi a = 0, reiese f(a?) < af(a),Va € R si
f(?) > bf(b),Vb € R, deci f(2?) = xf(x),Vor €ER(*) ...t 1p
Inlocuind (*) in ipotezd obtinem f(a)f(b) < ab,Ya,b€R ........... 1p
Avem si —zf(—z) = f((—2)?) = f(2?) = zf(x), de unde reiese ci f este
TINDATA .« o ettt et e e e 1p
Din ultimele doua relatii reiese f(a)f(b) = —f(a)f(—=b) > —(—ab) = ab,
deci f(a)f(b) =ab,Ya,b € R ... 1p
Astfel f2(1) = 1, ceea ce implica f(1) = +1 si f(z) = z,Vz € R, sau
fl@)=—z, Vo € R 1p
Ambele functii verifica ........ .. . 1p



