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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE, CLASA a XII-a

Problema 1. Fie (A, +,-) un inel. Pentru a € A definim functiile s, : A - Agid, : A— A
prin sq(x) = ax, d,(x) = za, oricare ar fi z € A.

a) Presupunem ca A este multime finitd. S& se arate ca: pentru orice a € A, s, este injectiva
daca si numai daca d, este injectiva.

b) Dati exemplu de inel care contine un element a pentru care exact una dintre functiile s,
si d, este injectiva.

Solutie. a) Sa presupunem ci s, este injectiva. Deoarece A este finita s, este bijectiva, deci

existad b € A astfel INCAt ab = 1. ... o 3p
Astfel, dacd d,(z) = du(y), atunci (z — y)a = 0, de unde (z — y)ab = 0, adicd z —y = 0,
ceea ce demonstreaza injectivitatea functiei dg ... 2p

Implicatia inversa se demonstreaza asemanator.

b) Pentru un exemplu putem considera multimea S = {(z,,)nen | T, € R} si inelul functiilor
aditive f : § — S, cu operatiile de adunare si compunere a functiilor. Ca element a se poate
lua functia datd prin a ((z,)n) = (Zn41)n. Deoarece a este surjectiva, d, este injectivd; pe de
alta parte, s, nu este Injectiva. ... 2p

Problema 2. Fie I, J doua intervale, fie ¢ : J — R o functie continué care nu se anuleaza
in niciun punct din J i fie f,g : I — J doud functii derivabile astfel incat [/ = po f gi g’ = pog.
Sa se arate cd, daca existd x¢ € I astfel incat f(xzg) = g(xo), atunci functiile f si g coincid.

Solutie. Deoarece  nu se anuleaza si este continua, functia — este corect definita si are o
2

Primitiva F o J — R o 1p
Ipoteza devine (F o f)(x) = 1, Vo € I, deci existd a € R astfel incdt F(f(z)) = = + a,
Vx € I, analog existd b € R astfel incat F(g(z)) =ax+b, Ve €l ..., 2p
Deducem xg + a = F(f(z0)) = F(g(xo)) = xo + b, deci a = b. Rezultd F(f(z)) = F(g(x)),
R o 2p
Pe de alta parte, din F'(z) # 0, Vo € J rezultd cd F’ are semn constant pe J, deci este
strict monotond. Astfel F' este injectiva, iar din (*) reiese f=¢g......ccoiviiiiiii i, 2p

Problema 3. Fie f: [1,+00) — (0,400) o functie continua, avand proprietatile:

f(z)

(i) functia g : [1,4+00) — (0, +00) data de g(z) = are limita la +oo;

x
1 x
(ii) functia h : [1,400) — (0,+00) datd de h(z) = ;/ f(t) dt are limita finitd la +oo.
1
a) S se arate ca xll)riloog(x) =0.

1 x
b) S4 teca lim — (t)dt = 0.
)Sasearaecawirfwx2/1f() 0



Solutie. a) Fie{ = lim g¢(z). Daca £ € (0, +00), atunci existd a > 0 astfel incat g(z) > ¢/2

r—+00
pentru x > a, de unde

z a 2 2
/f dt+ f dt /f dt+— /tdt:;/lf(t)dt+ww:>w+m,

ceea ce contrazice (ii). La fel arditdm c& presupunerea ¢ = 400 contrazice (ii), deci £ =0...2p
b) Observim ca [; f(t)dt > 0, Vo > 1, deci

2( Y flm S2(t)dt flm f(t)dt . fl f2 t)d B . u(z)

—h 2(
unde \ = xEI-sr-loo h(z), u(z) = [ fA(t)dt, v(z) =z [T FO)dt ..o 1p
u(z)

Pentru lim folosim regula lui I’'Hospital pentru 22: u i v definesc functii derivabile,

z—+oo v(x)
lim v(z) = +oo (avem v(z) > m(x — 1) pentru z > 2, unde m = inf e o) f(2)) ..o..ot.. 1p
= [T dt+af(z) A0, Vo > 1. 1p
. u'(fﬂ) _ (=) _ f(z) -
iar o) OEN 0L = g(z) - @) + h(@) € (0,9(x)) si mgrfoog(x) 0 implica
Lou(x) o wl@) ,
zglfoo v(z) 0, deci IEIEOO o(z) 0, de unde concluzia........... ..o 2p

Problema 4. Fie (G,-) un grup finit cu elementul neutru notat e. Presupunem ca exista
a € G\{e} si un numar prim p cu proprietatea x?*! = a~'xa, oricare ar fi x € G.

a) Sa se arate ci existd k € N* astfel incat ord(G) = p*.

b) Si se arate ci multimea {z € G | 2P = e} este un subgrup H al lui G si (ord(H))? >
ord(G).

1

Solutie. a) Daci z,y € G, atunci (zy)P™! = a loya = a lzaa lya = 2PT1yP+L. Relatia
obtinuta se poate scrie x(yx)Py = zPT1yPT deci (yz)? = aPyP ..o 1p
Pentru o = a obtinem din ipotezi aP = e deci, folosind relatia precedentd, (ya)? = yP. Prin
inmultire cu ya la stanga reiese yay? = (ya)?™! = yPHla, deci ay? = yPa, Vy € G .......... 1p

Din ipoteza rezulti yPP+1) = ¢~ 1yPq = yP, deci y?” = e, Vy € G. Deoarece p este prim reiese
ci orice element al grupului are ordinul 1, p sau p? si, folosind teorema Iui Cauchy, deducem ci

ord(G) = PF, k€ N 1p
b) Dacd x,y € H, atunci (zy)? = yPaP = e, deci xy € H. Astfel H este parte stabila si,
cum H este finit, rezulta ca H este subgrup......... ... 1p

Consideram functia f : G — G, f(r) = 2P. Cum e = a?” = (2P)P, deducem ci imaginea
functiei este inclusa in H. In plus, z,y € G si f(z) = f(y) implicd 2P(y~1)? = e, deci
(y~'x)? = e, adicd y~ 'z € H, de unde # € Hy. Reiese astfel ci, pentru orice element din Imf,

numarul preimaginilor sale din G este chiar ord(H), deci |Imf| = 2:3((?) ................... 1p

Din a # e reiese a ¢ Imf: in caz contrar a = b? pentru un b € G, de unde ar rezulta

bPHL = b=PhbP, deci e = bP = a — fals. Cum a € H, rezulti ci ord(H) > [Imf| = %SGH%, ceea ce

duce imediat la CONCIUZIE. .. ... .t 2p



