Clasa a XI-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Daca n este un numar natural, iterata de ordin n a unei functii f: R — R este
functia
fr=fo-of,
—
n

unde fO este identitatea. Determinati functiile continue f: R — R, care indeplinesc simultan
urmatoarele doua conditii:

(a) Functia fO + f! este crescitoare; si

(b) Existd un numéar natural nenul m, astfel incat functia O + .- + f™ este descrescitoare.

Solutie. Functiile cerute sunt de forma f(z) = —x + ¢, unde ¢ este o constanta reald. Aceste
functii verifica in mod evident conditiile din enunt,.

Aratam mai inti ca f este injectiva. Fie z i y doua numere reale, astfel incat f(z) = f(y),
sifieg,=f0+ -+ fneN Intrucét g1 este crescatoare, g, este descrescatoare, iar

91(2)=91(y) = =y = gm(x) — gm(y), rezultd c& (x—y)* = (91(2) —91(y)) (gm(2) —gm(y)) <O,
deci x = y.

Intrucat f este injectivii si continui (proprietatea valorii intermediare (Darboux) este su-
ficienta), f este strict monotons, deci toate iteratele sale de ordin par, f2¥ sunt strict
crescatoare.

Functia ¢g; fiind crescatoare, din paragraful precedent si relatia

Zfo_l gio f2* + f* daci n este par,

gn =

(12 o ok

=0 daca n este impar,

rezulta ca g, este strict crescatoare, daca n este par, si crescatoare, daca n este impar.

Functia g,, fiind descrescatoare, rezulta ca m este impar si g,, constanta. In fine, g1 fiind
crescatoare si toate iteratele de ordin par ale lui f fiind (strict) crescatoare, deducem ca ¢;
este constanta, de unde rezulta concluzia.

Problema 2. Determinati functiile derivabile f: R — R, care indeplinesc conditia fo f = f.

Solutie. Functiile cerute sunt functiile constante si identitatea, functii care verifica in mod
evident conditiile din enunt.

Intrucat f este continuii, imaginea sa, {f(z): = € R}, este un interval I C R. Dac# I este
un singleton, atunci f este constanta.

Daca I este nedegenerat, fie a = inf I < sup I = b, unde a,b € R. Din conditia din enunt
rezulta ca restrictia lui f la intervalul deschis (a,b) este identitatea:

flz)=2z, a<z<b. (1)



Vom arata cd a = —oo §i b = +o0, i.e., I = R si f este identitatea. Sa presupunem ca a
este real. Continuitatea lui f in a si (1) implica f(a) = a, deci
/ el _ . f(x)*f(a)_ : x*a_
f (a) o fd(a) o xJéfI%>a xr—a B ac%ltlzgrl>a €T —aQ B 1 (2)

Pe de alta parte, f are un minimum in a, deoarece f(a) = a = inf I = inf {f(z): x € R},
deci, conform teoremei lui Fermat, f/'(a) = 0, in contradictie cu (2). Prin urmare, a = —oo.
In mod analog, b = +o0.

Problema 3. Fie n un numar natural nenul si A, B doua matrice din M,,(C), astfel incat
A? + B? = 2AB. Aratati ci:
(a) Matricea AB — BA este singular; si

(b) Daca rangul matricei A — B este 1, atunci matricele A si B comuta.

Solutie. (a) Relatia din enunt este echivalenta cu fiecare dintre urmatoarele doua relatii:
(A—B)?> = AB — BA, (1)

A(A-B) = (A- B)B. (2)

S& presupunem ca matricea AB— BA este nesingulara. Conform (1), si A— B este nesingulara,
deci B = (A — B)"'A(A — B), conform (2). Asadar, A— B = A — (A— B)"'A(A - B), de
unde, I, = A(A— B)~! — (A — B)"!A. Trecand la urmi, obtinem o contradictie: n = trI,, =
tr (A(A— B)~! — (A— B)~'A) = 0. Prin urmare, matricea AB — BA este singulard; in plus,
din relatia (1) rezulta ca si matricea A — B este singularé.

(b) Reamintim ci, daci X este o matrice de rang 1 din M, (C), atunci X% = (tr X) X —
aceasta rezulta din faptul ca fiecare linie a lui X este proportionala cu o linie nenula a lui X.
Conform relatiei (1) si rezultatului amintit mai sus,

AB - BA=(A-DB)>= (tr(A— B))(A - B),

deci 0 = tr (AB — BA) = (tr (A — B))?, i.e., tr (A — B) = 0. Prin urmare, AB — BA = O,,
i.e., AB = BA.

Problema 4. Fie A o matrice inversabild din My (R), astfel incat tr A = tr A* # 0, unde
A* este adjuncta matricei A. Aratati c matricea A% + I este singulari daci si numai daci
existd o matrice nenuld B in My(R), astfel incat AB = —BA.

Solutie. Aratam mai intai ca, daci A este o matrice din M,,(R), astfel incat A% + I,, este
singulara, atunci exista o matrice nenula B in M, (R), astfel incat AB = —BA.

Intrucat A2+1,, este singulara, i este o valoare proprie a lui A, iar —i este o valoare proprie
a transpusei A7. Exista deci doi vectori nenuli x si y in M, 1(C), astfel incat Ax = ix si
ATy = —iy. Intrucit x si y sunt nenuli, B = xy” este o matrice nenuli din M, (C).



Matricele A si B anticomuta:
AB = Axy” = ixy” = —x(-iy)" = —x(4"y)" = —xy" A = —BA.

Trecand la conjugate si tinand cont de faptul ca A este in M,,(R), rezulta ca si conjugata
B alui B anticomuts cu A. Deci orice combinatie liniara cu coeficienti complecsi a matricelor
B si B anticomut# cu A. Prin urmare, B sau i(B — B) este o matrice nenula din M,,(R), care
anticomutd cu A. In particular, am demonstrat una dintre implicatiile problemei.

Aratam acum ca, in conditiile din enunt, este adevarata si reciproca. Fie B o matrice
nenula din My(R), care anticomuta cu A. Atunci

A*B = (-1)*BA*, keN. (%)
Consideram polinomul caracteristic f al matricei A,
=M= (tr AN +ar? — (tr AN +det A = 2 — (tr A)A3 + a)X? — (tr A)X + det A,

unde a este un numar real; cea de a doua expresie a lui f rezulta din ipoteza tr A = tr A*.
Conform teoremei Hamilton-Cayley, f(A) = O4. Tinand cont de (x), obtinem succesiv:

Oy = f(A)B = B (A* + (tr A) A% + aA? + (tr A)A + (det A) L)
= B (f(A) +2(tr A)(A? + I1)A) = 2(tr A)B(A? + 1) A.

Intrucat tr A # 0, iar A este inversabilg, rezultd ci B (A2 + 1) = O4. Matricea B fiind nenula,
conchidem c# A? + I este singulars.



