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Clasa a XII-a

Problema 1. Să se determine funcţiile continue f : R→ R cu proprietatea
că

(a2 + ab + b2)

∫ b

a

f(x) dx = 3

∫ b

a

x2f(x) dx,

oricare ar fi a, b ∈ R.

Problema 2. Fie (A,+, ·) un inel care ı̂ndeplineşte simultan următoarele
două condiţii:

(1) A nu este corp,
(2) oricare ar fi x un element neinversabil al lui A, există un număr ı̂ntreg
m ≥ 1, care depinde de x, astfel ı̂ncât

x = x2 + x3 + · · ·+ x2m .

Să se arate că:

(a) x + x = 0, oricare ar fi x ∈ A,
(b) x2 = x, oricare ar fi elementul neinversabil x ∈ A.

Problema 3. Fie a ∈ (0, 1) şi C mulţimea funcţiilor crescătoare

f : [0, 1]→ [0,∞), astfel ı̂ncât

∫ 1

0

f(x) dx = 1. Să se determine:

(a) max
f∈C

∫ a

0

f(x) dx,

(b) max
f∈C

∫ a

0

(
f(x)

)2
dx.

Problema 4. Fie n ≥ 2 un număr natural, (K,+, ·) un corp comutativ cu
proprietatea că 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

m ori

6= 0, m = 2, . . . , n, f ∈ K[X] un polinom de grad

n şi G un subgrup al grupului aditiv (K,+), G 6= K. Să se arate că există
a ∈ K, astfel ı̂ncât f(a) 6∈ G.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


