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Etapa Nationala, Brasov, 2 aprilie 2013

CLASA a XI-a

Problema 1. Fie A o matrice neinversabila de ordin n cu elemente reale,
n > 2, si fie A* adjuncta matricei A. Aratati ca tr(A*) # —1 daca si numai
daca matricea I, + A* este inversabila.

Problema 2. Fie m si n numere naturale, m, n > 2. Consideram
matricele Ay, Ay, ..., A, € M,(R), nu toate nilpotente. Demonstrati ca
existd un numar intreg k > 0 astfel incat A + A5 + ...+ Ak £ O,.

Nota: Numim nilpotenta o matrice patratica avand o putere nula.

Problema 3. O functie f : (0,00) — (0,00) se numeste contractibila
daca, pentru orice numere x,y € (0,00), avem lim (f"(z)— f™(y)) = 0, unde
n—oo

ff=fofo...of.
—_—
de n ori f
a) Consideram f : (0,00) — (0,00) o functie contractibila, continua,
cu proprietatea ca are un punct fix, adica exista zo € (0,00) astfel incat
f(zo) = 0. Aratati ca f(x) > x, oricare ar fi z € (0,x¢) si f(z) < x, oricare
ar fi z € (z9,00).
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b) A‘rajcagl ca functia f : (0,00) = (0,00) data prin f(z) = x + - este
contractibila, dar nu are puncte fixe.

Problema 4. a) Fie f : [0,00) — [0,00) o functie derivabila si convexa.
Aratati ca daca f(z) < z, oricare ar fi x > 0, atunci f'(x) < 1, oricare ar fi
x> 0.

b) Determinati functiile f : [0,00) — [0, 00) derivabile si convexe care au
proprietatea ca f(0) =0si f'(x) - f(f(z)) =z, oricare ar fi z > 0.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



