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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE, CLASA a IX-a

Problema 1. Un sir de numere este numit complet daca are termeni naturali nenuli si
orice numar natural nenul are cel putin un multiplu printre termenii girului.

Aratati ca o progresie aritmetica este sir complet daca gi numai daca ratia sa divide primul
termen.

Solutie. Daca ratia r divide primul termen ay, atunci a; =dr,d € Nsi a, = (d+n—1)r,
iar un multiplu al numarului natural nenul £ se obtine ludnd d + n — 1 multiplu de k ... 3p

Reciproc, daca r = 0, atunci sirul nu poate fi complet .............. .. .. .. ... ..., 1p
Deoarece r # 0 si, conform ipotezei, existd un multiplu al lui 7 de forma aq + (n — 1)r,
1E N*  TEIESE CA T | G« e v ettt et e e e e e e e e 3p

Problema 2. Fie f : R — R o functie arbitrara si ¢ : R — R o functie de gradul al
doilea, avand proprietatea:

pentru orice numere reale m gi n, ecuatia f(x) = mx + n are solutii dacd i numai
dacd ecuatia g(x) = mx +n are solutii.

Aratati ca functiile f si g sunt egale.

Solutie. Observam ca, daca graficul functiei h : R — R, h(x) = mx + n este tangent la
graficul functiei g : R — R, g(x) = ax® + bx + ¢, atunci ecuatia ax?® + bxr + ¢ = mz + n,
a,b,c,m,n € R, a # 0 are discriminantul nul, deci functia k : R — R, k(z) = ax?® + bx + ¢ —
maz — n se anuleazd intr-un punct si are semn constant in celelalte puncte (*) .......... 1p

Putem presupune, fard a restrange generalitatea, ci g(x) = ax? + bx + ¢, a > 0.

S& presupunem ca existd xg astfel incat f(zo) < g(xg). Alegem m si n astfel incat
graficul functiei h(x) = ma + n sa fie tangent la graficul lui g in punctul (zo, g(z¢)). Fie
n' =n—g(xo)+f(zg). Atunci ecuatia f(z) = max+n’ are solutia zy iar ecuatia g(z) = ma+n’
nu are solutii, deoarece, conform (*), g(z) > mz+n>me+n' Ve e R—fals .......... 3p

Rezultd f(z) > g(z),Vx € R (**). Daca presupunem acum ci existd o astfel incéit
f(xo) > g(zp), atunci alegem din nou m si n astfel incat graficul functiei h(z) = mx + n
si fie tangent la graficul lui g in punctul (zo, g(z0)). In acest caz, din (**) gi (¥) rezultil ci
f(x) > mx +n,Vz € R, pe cand ecuatia g(x) = ma + n are solutia zg —fals ............ 3p

Problema 3. Fie P un punct in interiorul unui triunghi ascutitunghic ABC si D, E, F
intersectiile dreptelor AP, BP, CP cu [BC], [C A], respectiv [AB].

a) Ariitati ca aria triunghiului DEF este cel mult un sfert din aria triunghiului ABC'.

b) Aratati cd raza cercului inscris in triunghiul DEF este cel mult un sfert din raza
cercului circumscris triunghiului ABC.

Solutie. a) Fi BD CFE AF Atunci Sigr AF AFE z
olutie. a) Fie — =, — =y, == = z. Atunci ==
cp A ~ V' BF Sisc AB AC  (z+ Dy +1)
Sl analoagele. . ..o 1p
SpEF z zyz + 1 2
Deducem —— =1— = = ,
Sepc | HGEEDEID @D iDGETD @i D DE D
deoarece, conform teoremei lui Ceva, zyz =1 ... o e 1p
2 1
Folosind acum inegalitatea mediilor, < == e 1p

(z+1)(y+1)(z+1) ~ 8/ayz 4



b) Se gtie cd perimetrul triunghiului DEF este mai mare sau egal decit perimetrul tri-
unghiului ortic A/ B/ C .. 1p
SpEF < Sasc

Rezulta rppr = S o e e 1p
PpeEF ~ 4parpic
Din A'B’ = ccosC = Rsin2C, pagror = %RZsinQA =2Rsin Asin BsinC si Sapc =
2R? sin Asin Bsin C reiese acum concluzia, ...............coouueiieeineiieainaann... 2p
Problema 4. Consideram un numar natural nenul n si functia
T y
5 ,daca z este par
fN—)N,f(-’E): 33—1 1 o .
+ 2"~ daca x este impar
Determinati multimea
A={zeN|(fofo...of )(x)==x}.
| S
de n ori f
Solutie. Observam ci f(x) < x pentru x > 2™, deci A C {0,1,...,2" =1} ........... 2p
Arstam cd A = {0,1,...,2" — 1}. Din f(2" — 1) = 2" — 1 deducem 2" — 1 € A.
Apoi, 2f(z) € {z,z + 2™ — 1}, deci 2f(z) este congruent cu z modulo 2" —1........ 2p
Rezultd inductiv ca « = 2" f["(2) = f(z) (mod 2® — 1). Cum f(z) < 2" — 1 pentru

z < 2" — 1, deducem fl"(z) = x daci = € {0,1,...2" — 2} (am notat fI"l = fo...o0f).3p
—

de n ori f

Alta solutie. Camaisus, A C{0,1,...,2" — 1} ..o 2p
Pentru z € {0,1,...,2" — 1}, il scriem pe z in baza 2 cu n cifre, punand, daca este cazul,
ZeroUuri la TNCEPUL . ... 2p

Atunci f(z) se obtine din z prin mutarea ultimei cifre a lui z pe prima pozitie; dupa n
compuneri cifrele lui 2 apar pe aceleasi locuri ca la inceput, deci f" ()=x....ccooo.. 3p



