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CLASA a VIII-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Prisma regulata dreapta ABCA'B'C’, cu AB = a, are proprietatea ca exista un
unic punct M € (BB') astfel incat m (<AMC") = 90°.
Determinati masura unghiului format de dreapta AM cu planul (ACC") .

Solutie. Vom arata mai intai ca M este mijlocul muchiei [BB’]. Presupunand contrariul, fie
M'" € (BB') simetricul lui M fata de mijlocul muchiei [BB']; atunci M’ # M. Deoarece AMAB =
AM'C'B" si AM'AB = AMC'B’, rezulta ca [MA] = [M'C'] si [M'A] = [MC"]. Prin urmare,
AMAC" = AM'C'A, deci m (<AMC") = m (<AM'C") = 90°, contradictie cu unicitatea alegerii lui

L OO PP 3 puncte
Notand BB’ = h, calculand AM, MC’ gi AC’ si aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul
dreptunghic MAC!, rezultd b = aV/2 ... oo 2 puncte

Daca O este centrul fetei (ACC’A’), rezulta MO L (ACC"), deci unghiul format de dreapta AM
cu planul (ACC") este unghiul M AO.

3
Cum MO = OA = %, triunghiul MOA este dreptunghic isoscel, deci m (<M AO) = 45°. . 2
puncte

Problema 2. Pe o tabla de sah de dimensiuni infinite se muta o tura, alternativ pe orizontala
si pe verticala. Tura se deplaseaza un patratel la prima mutare, doua patratele la a doua mutare si,
in general, n patratele la a n-a mutare, pentru orice n € N*.

Fie T" multimea numerelor naturale n cu proprietatea ca exista un gir de n mutari dupa care tura
revine la pozitia initiala.

a) Aratati ca 2013 ¢ T

b) Determinati numarul elementelor multimii 77N {1, 2,..,2012} .

Solutie. Putem considera patratelele tablei de sah ca o retea de puncte cu coordonate numere
intregi (puncte laticiale), in care pozitia initiala o presupunem a fi (0,0) . Atunci, dupa fiecare mutare,
una dintre coordonate va fi de forma +£1 +3 +5 4 ..., iar cealalta de forma +2+4+6+ ... .

a) Prespunand 2013 € T, atunci exista o alegere a semnelor + si — pentru care au loc simultan
relatiile +1 £3+£5+...+2013 =08 £24+4+6+ ... £2012 = 0.

Pentru orice combinatie de semne, £1434...£2013 are aceeasi paritate cu 14+3+...4+2013 = 10072,
deci, in ipoteza ca 2013 € T, ar rezulta c& 0 si 1007? au aceeasi paritate, absurd ........ 2 puncte

Observatie. Concluzia 2013 ¢ T se obtine si astfel: scriind £24+4+...£2012 = 2-(£1 £ 2 £+ ... £ 1006)
si observand ca numarul £1 + 2 4 ... £ 1006 are aceeasi paritate cu 1 + 2 + .... + 1006 = 503 - 1007,
in ipoteza c& 2013 € T, ar rezulta ca 0 si 503 - 1007? au aceeasi paritate, fals.



b) Conditia n € T implica existenta unor alegeri a semnelor + i — pentru care sa aiba loc
simultan egalitatile:

i1i3i5i...i(2-[n;—1]—1): (+)
i2j:4i6i...4_—<2-[g]):0 (%)
.......................................................................................... 1 punct

1
Din (x) rezulta ca 0 are aceeasi paritate cu 1 + 3 + ... + (2~ [n—g } — 1) = [

n+1 o y NI TOR
[ } trebuie sa fie numar par. Acest lucru se iIntampla daca 4 | nsau 4 | n+1 (1)

w15 (5] +Y) "
Din (xx) rezulta ca 0 are aceeasi paritate cu 1 +2 + ... + [5} = 5 , adica 4 | [E}

sau 4 | [g} + 1. Se obtine ca 8 divide unul dintre numerele n — 1, n, n + 1 sau n + 2 (2)

Din (1) si (2) rezulta ca este necesar ca n sa aiba forma 8k sau 8k — 1, unde k € N* 2 puncte
Pentru orice k£ € N* avem n = 8k € T, deoarece

(1-3=54+7)+(9—11—-13+15)+ ...+ [(8k —7) — (8k — 5) — (8k — 3) + (8k — 1)] = 0
(2—4—6+8)+(10—12—14+16) + ... + [(8k — 6) — (8k — 4) — (8k — 2) + (8k)] =0

De asemenea, pentru orice k € N* avem n = 8k — 1 € T', deoarece

(1-3-5+7)4+(9—-11-13+15)+...+[(8k—T7)—(8k—5)— (8k—3)+ (8k—1)] =0
2+4—-6)+(8—-10—124+14)+ ...+ [(8k—8) — (8k —6) — (8k —4) + (8k —2)] =0
Se obtine ca T'N{1,2,..,2012} are 502 elemente ...............ccociiiiiiiiiiiian... 2 puncte
Problema 3. Determinati numarul real x > 0 si numarul natural nenul n pentru care
1
[z] + {—} = 1,005 - n.
x
. . . 1 201 n . . . .
Solutie. Ecuatia se scrie [z] +{ — ¢ = —n = n+ ——. Notand cu ¢, respectiv r, catul gi restul
x 200 200

impartirii lui n la 200, rezulta ca
r

[x]+{§}:n+q+200.

Partea intreaga a expresiei din membrul stang este egala cu [x], iar partea intreaga a expresiei

1
din membrul drept este n + ¢, deci [z] = 201q + r si {—} = ﬁ ....................... 2 puncte
x
1 1
Daca x < 1, atunci [z]+ {—} = {—} < 1< 1,005-n, pentru orice n € N*. Daca x = 1, se obtine
x x
. . ) 1 o (1 1 o1 r .
1 =1,005 - n, imposibil. Ca urmare, x > 1, deci 0 < — < 1, adica { — p = —. Rezulta — = —, deci
T x x x 200
200
T O Sl T = 2 puncte
T



200
Folosind faptul ca [z] < z < [z] + 1, rezultd 201¢ + r < — < 201¢ + r + 1,deci 201qr + r? <
T

200 < 201gr +r(r +1). Cum ¢,r € N, inegalitatile de mai sus nu pot avea loc pentru gr > 1, deci

qr = 0. Deoarece r # 0, rezulta ¢ = 0, deci r> < 200 < r (r + 1), de unde se obtine r = 14, n = 14 si
100

Problema 4. Numim speciala o multime M de numere reale cu proprietatile:

(i) pentru orice x,y € M, x # y, numerele x + y si xy sunt nenule, exact unul dintre ele fiind
rational;

(i) pentru orice x € M, numarul x? este irational.

Aflati numarul maxim de elemente ale unei multimi speciale.

Solutie. Numarul maxim cerut este 4, un exemplu de multime speciald cu 4 elemente fiind
M:{\/§—1,\/§+1,2—\/§,—2—\/§} ............................................... 2 puncte

Vom arata ca nu exista multimi spectale cu cel putin 5 elemente. Evident, toate elementele unei
multimi speciale M sunt irationale (rezulta din a doua conditie). Vom utiliza urmatoarele observatii:

O1. Daca z,y, z sunt trei elemente distincte ale lui M, atunci x +y, x+ z si ¥y + 2z nu pot fi toate
rationale.

Presupunand contrariul, rezulta 2 (z +y + 2) € Q, deunde z +y + 2z € Q si z € Q, absurd. ..1
punct

02. Daca z,y, z sunt trei elemente distincte ale lui M, atunci zy, xz $i yz nu pot fi toate rationale.

Presupunand contrariul, rezulta x?yz = (zy) - (z2) € Q si, cum yz € Q, rezulta z* € Q, absurd.
1 punct

03. Daca x,y € M si xy € Q, atunci, pentru orice z € M, avem x + 2z € Qsi y+ z € Q.

In caz contrar, din ipotezd si observatiile anterioare, rezultaca x+2 € Qgiyz € Qsauy+2z € Q
si 2z € Q. In primul caz, din zy € Q si yz € Q, rezultd zy + yz = y(x+2)€Qsi,cumz+2z€Q
si x + z # 0 (din ipotezal), rezulta y € Q, contradictie. Celalat caz este identic. .......... 1 punct

Sa presupunem acum ca exista o multime speciala cu cel putin 5 elemente a, b, ¢, d, e. Din O1, cel
putin doua elemente au suma numar irational; fie acestea a si b. Atunci ab € Q, iar din O3 se obtine
ca a+c, a+d, a+ e sunt rationale. Conform O1, numerele ¢+ d, ¢+ e gi d 4+ e nu pot fi rationale,
iar din ipoteza rezulta ca cd, ce si de sunt rationale, ceea ce contrazice O2 .............. 2 puncte



