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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Problema 1. In triunghiul ABC, bisectoarea AD (D € BC) si mediana BE (E € AC) se
intersecteaza in punctul P. Dreptele AB si C'P se intalnesc in punctul F'. Paralela prin B la
C'F intersecteaza dreapta DF in punctul M. Demonstrati ca DM = BF.

. . . « < BF AE CD __ BF _ BD y
Solutie. Din teorema lui Ceva rezulta ca &5 - 5@ - 55 = 1, de unde 77 = $&. Folosind

reciproca teoremei lui Thales, obtinem ca DF||AC. ... ... . ..o i i, 3p
Deoarece ABFD ~ ABAC, deducem ca % = %, asadar

BF =4B ' FD. 1p
Cum ABDM ~ ACDEF, rezulta ca % = g—g. insé, din teorema bisectoarei, g—g = ﬁ—g,

prin urmare DM = ﬁ—g -FD.
In concluzie, DM = BE ... oo 3p

Problema 2. Un zar este un cub de muchie 1, avand inscrise pe fete cifrele de la 1 la 6,
astfel Incat suma cifrelor de pe oricare doua fete opuse este 7.

Folosind 27 de zaruri, construim un cub cu muchia 3.

Stabiliti ce valori poate lua suma tuturor cifrelor de pe cele sase fete ale cubului de muchie

Solutie. Numim zaruri de tip 1 pe cele care au o singura fata vizibila (acele zaruri din
centrele fetelor cubului mare), de tip II pe cele cu doua fete vizibile (acelea din mijloacele
muchiilor) si de tip III pe cele cu trei fete vizibile (zarurile din colturi). Orice cub de muchie 3
contine 6 zaruri de tip I, 12 zaruri de tip II si 8 zaruri de tip III.

Suma minima pe cele sase fete se obtine in cazul in care pe zarurile de tip I se vede 1, pe
zarurile de tip II sunt vizibile cifrele 1 gi 2, iar pe zarurile de tip III sunt vizibile 1, 2 gi 3. Suma
minima este 6-14+12-348-6 = 90.

Maximul se obtine cand pe zarurile de tip I se vede 6, pe zarurile de tip II sunt vizibile 5 si
6, iar pe zarurile de tip III sunt vizibile 4, 5 gi 6. Suma maxima este 6-6+12-11 4+ 8-15 = 288.

Vom arata ca suma totala poate lua orice valoare intermediara intre 90 gi 288. Pentru
aceasta, vom pleca de la cubul in care se realizeaza minimul sumei si vom roti zarurile, pas cu
pas, astfel Incat s marim suma cu 1 la fiecare pas.

Rotind un zar de tip I, putem mari suma totala de pe fetele cubului mare cu cate o unitate
la fiecare pas, pana cand pe acest zar apare 6. Continuam acest procedeu, astfel incat pe toate
zarurile de tip I sa devina vizibila fata 6............c 1p



Rotim acum un zar de tip II de la 142 la 546 si, in acelagi timp, rotim doua dintre zarurile
de tip I la 1, respectiv 4; astfel am marit suma totala cu 1. In urméatorii pasi rotim acele doua
zaruri de tip I asupra carora am actionat, marind suma totala cu cate o unitate de fiecare data;
in final, pe ele va aparea din nou cifra 6. Continuam acest procedeu, astfel incat pe toate zarurile
de tip II sa devina vizibile fetele 5 g1 6. ... 2p

Apoi, rotim un zar de tip [Il de la 1+ 2+ 3 la 4 + 5 + 6, rotind in acelasi timp doua dintre
zarurile de tip I la 2; astfel, am marit suma totala cu 1. In urmatorii pasi rotim acele doua zaruri
de tip I asupra carora am actionat, marind suma totala cu cate o unitate de fiecare data; in
final, pe ele va aparea din nou cifra 6. Continuam acest procedeu, astfel incat pe toate zarurile
de tip III s& devind vizibile fetele 4, 5 si 6.

Am obtinut cubul de muchie 3 avand suma cifrelor de pe fete 288. In concluzie, suma de pe
fete poate lua toate valorile de la 90 la 288. ... ... ... i 2p

Problema 3. Fie ABC'D un dreptunghi cu 5AD < 2AB. Pe latura AB se considera
punctele S si T astfel incat AS = ST = TB. Notam cu M, N si P proiectiile punctelor A, S
respectiv T pe dreptele DS, DT respectiv DB. Aratati ca punctele M, N si P sunt coliniare
daca si numai daca 154AD? = 2AB2.

Solutie. Fie AB =3a si AD =b, cub < Sa.

2Folosimd teorema catetei in triunghiul dreptunghic ADS, obtinem cd DM = m, MS =
a
Exprimand in doua moduri aria triunghiului DST, deducem ca
SN - DT = AD - ST, de unde SN = \/ém“;’w. Cu teorema lui Pitagora in triunghurile drep-
tunghice NSD si NST, obtinem ca DN = \i%, respect1v2NT = \/ﬁ
Procedand analog, rezulta ca TP = W’ DP = %, BP = \/W e 2p
Distanta de la M la AB este 2+b2 Distanta de la N la AB este NS NT 45§+l;)2. Distanta
de la P la AB este %.
Conditia b < 2a implicd d(M, AB) > d(N,AB) > d(P, AB); atunci punctele {Q} = MN N
AB si {Q'} = NP N AB sunt situate pe semidreapta (AB cu T € [AQ]si T € [AQ']........ 1p
Aplicam teorema lui Menelaus In triunghiurile DST gi DT B, cu transversarelele M — N — Q)
2 2 / 2 2
respectiv N — P — @'. Obtinem ca gc% 2a2;gb , iar Z)QB = %.
2
Dea1c1,QT_2337be§1Q’T_% o
Atunci: M — N — P coliniare & Q = Q' & TQ = TQ' & 235512 = a(162act2jb22b ) & 52 =
6a% & 15AD% = 2AB? . . 4p
Problema 4. Fie n  un numar natural mnenul; consideram multimea

M={1,2,...2n+1}.
Stabiliti in cate moduri se poate partitiona multimea M in trei submultimi nevide A, B,C
(AUBUC = M,ANB=BNC =CNA=0Q) astfel incat sa fie satisfacute simultan conditiile:

(i) pentru orice a € A i orice b € B, restul impartirii lui a la b apartine multimii C;

(ii) pentru oricare ¢ € C, exista a € A g1 b € B astfel incat ¢ este restul impartirii lui a la b.



Solutie. Observam ca a > b, oricare ar fia € Agi b € B. Intr-adevir, in caz contrar, restul
impartirii lui a la b este 0 sau a, contradictie. Rezultd cad multimea A este alcatuita din numere

naturale consecutive §i 2n 4+ 1 € A. ..o 2p
Daca ¢ € C, atunci existdi a € A i b € B astfel incat a = bg + ¢ > 2¢ + 1, prin urmare
2N d 1 2 204 L o 1 > G oot e 1p.

Presupunand can+1¢ B, rezultan+1 € A, de unde {n+1,n+2,...,2n+ 1} C A. Daca
b € B, atunci b < n si, cum in A sunt 7+ 1 numere consecutive, se obtine ca A contine cel putin
un multiplu al lui b, contradictie.

Caurmare, n+1 € B, deciexista k € {n+1,n+2,...,2n} astfel incat A = {2n+1,2n, ..., k+
1}. Din faptul ca ¢ < n pentru orice ¢ € C, rezulta ca {n+1,n+2,...,k} C B............ 3p

Resturile impartirilor elementelor din A la elementele din {n+1,n+2,...,k} sunt numerele
{1,2,...,n}. Deci B={n+1,n+2,...,k} si C = {1,2,...,n}. k parcurge multimea {n +
1,n+2,...2n}, deci avem n moduri de partitionare.................oiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 1p



