Societatea de Stiinte Matematice din Roméania Ministerul Educatiei Nationale

| ] MINISTERUL
EDUCATIEI
. | NATIONALE

Clasa a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Sa se determine functiile continue f: R — R cu proprietatea ca

b b
(a® + ab + b2)/ f(z)dz = 3/ 22 f(z) de,
oricare ar fi a,b € R.

Solutie. Alegem a =0si b=1¢ > 0. Atunci

t2F(t) = 3/: 22 f(z) dz,

unde F(t) = fot Fr)dm. 1 punct
Prin derivare rezultd 20F(t) +2f(t) = 3t2f(t), deci 2t(tf(t) — F(t)) = 0, adici (£12)" = o,
PENtri OriCe € € (0,00). « .ttt ettt ettt 3 puncte
Rezulta ca functia g(t) = th) este constantd pe intervalul (0,00), deci F(t) = kt, adica
F) =kt € (0,00). ettt 1 punct

Procedéand similar pe intervalul (—oo, 0), rezulta ca exista constantele ki, ko, k astfel incat

ki, t<O,
f(t) =1 ke, t=0,
k, t>0

Cum f este continua, rezulta k; = ko = k, deci f(t) = k, pentru orice t € R. Se verifica
imediat ca functiile constante pe R satisfac relatia din enunt. ..................... 1 punct

Problema 2. Fie (A, +,) un inel care indeplinegte simultan urmatoarele doua conditii:

(1) A nu este corp,
(2) oricare ar fi z un element neinversabil al lui A, exista un numar intreg m > 1, care depinde
de x, astfel Incat

r=x+23+ 22"

Sa se arate ca:

(a) x +x =0, oricare ar fi z € A,
(b) 22 = z, oricare ar fi elementul neinversabil z € A.



Solutie. (a) Este suficient sa demonstram ca 1+ 1 = 0. Fie z un element neinversabil, fie
m € N*, astfel incat x = 22423+ - 4+22"  siy = 2 +22+- - 22" In mod evident, ry = x,
deci zy* = x, oricare ar fi k € N*. Intrucat x este neinversabil, y este neinversabil, deci exista
p € N*, astfel incat —y = (—y)2 4+ (—y)3+- -+ (=) ¥ 1+ () =2 >+ —y¥ Ly,
Prin urmare, —z = —zy = 2y?> —a2y° + - —ay¥ '+ ¥ =z —ax+ - —zx+ 2 =z, ie.,
L = 0. e 2 puncte

Fie  un element nenul si neinversabil. Cum 2x = 0, rezulta cd 2 este neinversabil, deci
242=0s2=224+234+... 422" unde m € N*. Relatia 2 + 2 = 0 implica 22 = 0, deci
2% = 0, oricare ar fi k > 2. Prin urmare, 2 =22 4+23 4+ ... 422" =0. .............. 1 punct
(b) Fie z un element neinversabil al lui A si m € N*, astfel incat = 22 + 23 + --- + 22",

Atunci 22 = 234244 -+ 22"+ Intrucat 1+1 = 0, prin adunarea celor doua relatii obtinem
B2 o 1 punct

Relatiile 141 = 0 gi 22" +! = 2 implicit (224 2)2" = 22" 422" = 227"+ 2271 422" —
R R | R 1 punct

Vom arita ci 22 + = 0, de unde concluzia. Fie y = 2% + x si k cel mai mic numar

natural nenul, astfel incat y* = 0 — un astfel de k exista, deoarece 2" = 0. In cazul in care

k > 1, elementul y*~! este neinversabil in A i existd n € N*, astfel incat y*—! = (yk_1)2n+1 =

yE=D@ D) - Intrucat (k — 1)(2" + 1) > k, rezultd c& y*=D@*+1) = 0, deci y*~! = 0 — in
contradictie cu minimalitatea lui k. Prin urmare, k =1giy=0. ................. 2 puncte

Problema 3. Fie a € (0,1) si C multimea functiilor crescatoare f: [0,1] — [0, c0), astfel incat

1
/ f(z)dx = 1. Sa se determine:
0

fec

(@) max [ fa)da,
(b) max / " (f(2) e

fec 0

Solutia 1. (a) Fie f o functie din multimea C. Aratam ca
/ f(z)dz < a.
0

Tntr—adevér,
a— af(:v)da::a 1f(w)dx— CLf(au)dslc:a 1f(:u)dx—(l—a) af(:L‘)dx
0 0 0 a 0
2a/alf(a)dx—(1—a)/0af(a)dx:O.

Cum pentru functia constanta f = 1 are loc egalitatea, rezulta ca maximumul cerut este egal
] 7 2 puncte

(b) Maximumul cerut este a, daca a < 1/2, si 1/(4(1 — a)), daca a > 1/2; aceste valori
sunt atinse, de exemplu, pentru f = 1, in primul caz, si

flz) = 0, daca 0 <z <2a-—1,
= 1/(2(1 —a)), dacd2a—1<z <1,



in al doilea caz.

I doilea caz. ... 2 puncte
In continuare, vom arata ca
@ 24, < @ dacd a < 1/2,
/0 (F(z))"dz < { 1/(4(1 - a)), dacia > 1/2.
In acest scop, fie f o functie din multimea C. Tinand cont de conditiile din enunt,
a 9 a 1 1 a
[ t@ra < s ["was (7 [ rwa) ([ o)
0 0 —aJa 0
1 a a
= <1—/ f(x)da:) </ f(:z:)da:) .
l1—a 0 0
................................................................................... 1 punct

Sa observam ca

a(l —a), dacaa<1/2,
max{t(l—t):tga}:{ 1;4 ) dacéa>1§2'

in ambele cazuri, maximumul este atins intr-un singur punct: in ¢ = a, in primul caz, si in
t =1/2, in al doilea.
Prin urmare,

¢ 2 a, dacd a < 1/2,
/0 (F(z)"dz < { 1/(4(1 — a)), dacia>1/2.

Solutia 2. (b) Tinand cont de exemplele din prima solutie, este suficient sa aratam ca

¢ 2 a, dacd a < 1/2,
/0 (f(2))" dw < { 1/(4(1 —a)), dacaa>1/2.

Fie f o functie din multimea C. Daca f(a) < 1, atunci
| @t < [ (@) =as@)? <a.
0 0

Daca f(a) > 1, consideram functia ¢: [0, 1] — [0, c0),

olt) = /0 f(@)da+ (1 — 1) f(a).

Aceasta functie este evident continua, descrescatoare pe intervalul inchis [0, a] si crescatoare pe
intervalul inchis [a, 1]. Intrucat ¢(1) = 1, rezultd ca p(a) < 1 (acest lucru poate fi demonstrat

si in mod direct). Pe de alta parte, p(0) = f(a) > 1, deci exista un punct b in intervalul inchis
[0, al, astfel incat ¢(b) =1, i.e.,

b
| #@az=1- 0 -nr.

Fie g: [0,1] — [0, 00),

() = f(z), dacd 0 <z <b,
g = f(a), dacab<z<1.



Este usor de verificat ca g apartine multimii C ; in plus, daca 0 < x < a, atunci g(x) > f(x) >0
deci

[ atrar [*uwyar

Pe de alta parte,

[ e ar < gto) [ ot = ( / ) de+ (0= Do)
— fla) (1~ (1 - B — fa)(1 - (1 - a)f(@).

Sa observam ca

‘ [ a dacd a <1/2,
max {£(1— (1 —a)t): t = 1} = { 1/(4(1 —a)), dacda>1/2

in ambele cazuri, maximumul este atins Intr-un singur punct: in ¢ = 1, in primul caz, si in
t=1/(2(1 —a)), in al doilea.
Prin urmare,

| trantae < [ @) an <

{ a, daca a < 1/2,
0

1/(4(1 —a)), dacda>1/2.

Remarca. Se poate arata ca, exceptand punctele x = 0 gi x = 1 — carora li se adauga la (b)
punctul = 2a—1, in cazul in care a > 1/2 —, functiile care realizeazd maximumul integralelor
din enunt, sunt unic determinate; in punctele mentionate, plajele valorice admisibile rezulta
din monotonie.

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural, (K, +,-) un corp comutativ cu proprietatea ca
1+---+1#0, m=2,...,n, f € K[X] un polinom de gard n i G un subgrup al grupului
+o+1l# feK[X]unp g § grup al grup

m ori

aditiv (K, +), G # K. Sa se arate ca exista a € K, astfel incat f(a) € G.

Solutie. Fie g € K[X] un polinom de grad m € {2,...,n}. Polinomul h(X) = g(X+1)—g(X)
are gradul m — 1 gi, in plus, daca Img C G, atuncisi Imh CG. .................. 3 puncte

Presupunem ca Im f C G. Consideram polinoamele fy, f1, ..., fn_1, definite astfel:

f():f §i fk(X):fk_l(X-i-l)—fk_l(X), kZl,...,TL—l.

Din remarca anterioara, deg fr = n—k si Im fr C G. In particular, deg f,—1 = 1siIm f, 1 C
Gl 3 puncte

Cum functia polinomiala fn,lz K — K este surjectiva, rezulta ca Im f, 1 = K, deci
G = K —fals. o 1 punct

Remarca. Problema arata ca, in conditiile din enunt, grupul aditiv al lui K este generat de
imaginea functiei polinomiale f

In caracteristicd zero, deg f poate sa fie oricat de mare. In caracteristic p, unde p este
prim, conditia deg f < p este nsa esentiala. De exemplu, in cazul in care K = Fy4, corpul cu
patru elemente, iar f = X2 + X + 1, grupul aditiv generat de Im f este {0,1} # Fy.



