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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a XI-a

Problema 1. Fie A o matrice neinversabila de ordin n cu elemente
reale, n > 2, si fie A* adjuncta matricei A. Aratati ca tr(A*) # —1 daca si
numai daca matricea I,, + A* este inversabila.

Solutie. Deoarece matricea A este neinversabila, avem rang(A) < n—1.
Distingem cazurile:
i. rang(A) < n — 2. Atunci A* = O, si echivalenta este evidenta.

ii. rang(A) = n — 1. Atunci AA* = O, si, din inegalitatea lui Sylvester,
0 > rang(A)+ rang(A*) — n, de unde rang(A*) < 1.

Atunci exista o matrice linie L € M, 1(R) si o matrice coloana C' €
Min(R) astfel incat A = CL. Observam ca LC = (a) € Mi(R), cu
a =tr(A*) si (4*)2 = CLOL = C(a)L = aA*.

.................................................................... 2p

Notam B = I, + A*. Atunci (B—1,,)? = a(B—1,,) se scrie B((a+2)I,, —
B) = (a+ 1)I,, de unde rezulta ca a # —1 implica B inversabila.

.................................................................... 1p

In plus, dacid B este inversabil dar a = —1, atunci B (I, — B) = O,
atrage B = I,, si apoi A* = O,,. Atunci —1 = tr (A*) =0, fals.

Problema 2. Fie m si n numere naturale, m, n > 2. Consideram
matricele Ay, As,..., Ay € M,(R), nu toate nilpotente. Demonstrati ca
existd un numar intreg k > 0 astfel incat A¥ + A +... 4 Ak £ O,,.

Solutie. Notam cu A1, Ai2, ..., A\j valorile proprii ale matricei A;,
i = 1,2,...,m. Presupunem prin absurd ci A} + A5 + ... + AF = O,
oricare ar fi k > 1. Atunci tr (AY) + tr (A5) + - +tr (AF) =0,

.................................................................... 2p
de unde » ") A =0.

j=1i=1
.................................................................... 2p
Din relatiile lui Newton, egalitatile Z )\fj =0, k > 1, implica A\;; = 0,

ij
oricarear ii=1,2,...,m, j=1,2,...,n.



Problema 3. O functie f : (0,00) — (0,00) se numeste contractibila
daca, pentru orice numere z,y € (0,00), avem nlgrolo(f”(x) — f™(y)) =0
unde f*= fo fo---o f.

a) Consideram f : (0,00) — (0,00) o functie contractibild, continua,
cu proprietatea ca are un punct fix, adica exista xg € (0,00) astfel incat
f(xo) = xo. Aratati cd f(x) > =, oricare ar fi z € (0,29) si f(z) < =,
oricare ar fi z € (9, 00).

b) Aratati ca functia f : (0,00) — (0,00) data prin f(z) = x + 1/x este
contractibila, dar nu are puncte fixe.

Solutie. a) Presupunem prin reducere la absurd ca f ar admite ar ad-
mite un al doilea punct fix x; € (0, 00)\{xo}. Atunci le (f™(xo) — fM(x1)) =

xo — x1 # 0, contradictie. In acest caz, din continuitatea lui f (proprietatea
Darboux) deducem f(z) < x, ¥ z € (0,z9) sau f(z) >z, ¥V z € (0, x0).
.................................................................... 1p
In primul caz obtinem inductiv ca 0 < f*"*1(x) < f*(x) < x, oricare ar
fin e N*giz e (0,29). Deducem ca sirul a, = (f™(x))n>1 converge; fie
a limita sa. Daca a > 0, atunci din a,41 = f(a ) rezulta a = f(a), fals.
Atunci a = 0, de unde rezulta nh—>Holo (f"(xo) — f™(x)) =20 # 0, Y € (0,z0),
contradictie. Ramane f(z) > z, oricare ar i x € (0, o).
.................................................................... 1p
Analog, f(x) >z, V z € (x9,00) sau f(z) < x, ¥V x € (xg,0). In prima
situatie deducem inductiv ca f**i(z) > f"(x) > =, oricare ar fi n € N*,
de unde rezulta lim f"(x) = oo i apoi lim (f™(x) — f™(zg)) =00, YV z €

(x0,00), contradictie. Ca urmare, f(z) < x, oricare ar fi x € (xg, 00).

b) Fie x,y € (0,00). Putem presupune f(x) < f(y). Notam x,, = f"(x),
n € N*| respectiv y, = f"(y), n € N*. Avem 2 < z, < yn, n > 1,
deoarece f este strict crescatoare pe [1,00). Demonstram prin inductie
proprietatea y, < y1 + 2v/n, n € N*. Proprietatea este verificatd pentru
n = 1. Presupunem y, < y1 + 2y/n, pentru un numar natural nenul n.
Atunci, din monotonia functiei f, obtinem:

Unt1 = fyn) < fly1 +2Vn) =41 +2Vn + yl+12\/ﬁ <

1
<y1+2vn+ f<y1+2\/n+

.................................................................... 1p
Rezultd 2 < z, < y, < y1 +2yn < 3yn, ¥V n € N, n > y?. Din



inegalitatea clasica 1 —z < e™™, Va € R, deducem:

0 < Ynt1 — Tnt1 = f(yn) — f(zn) = (Yn — @) <1 - xnlyn> =

1

< (Yn — xn) <1 - 9n> < (Yyn — an)e o,

pentru n > p = [y?] + 1.
n—11

1
Obtinem 0 < y,, — xp < (yp — a;p)efgzkip E.o Y n>p.
. n—11 g . . —Llswm-ll vy
Cum lim » 77 ¢ = oo, gasim lim e” 9 ~k=r % = 0, de unde rezulta ca
n—o0 =p n—o0
lim (f"(y) — f™(xz)) = 0. Rezulta ca functia f este contractibila, evident
n—oo

fara puncte fixe.

Problema 4. a) Fie f :[0,00) — [0, 00) o functie derivabila si convexa.
Ardtati ca daca f(x) < z, oricare ar fi x > 0, atunci f’(x) < 1, oricare ar fi
x > 0.

b) Determinati functiile f : [0,00) — [0, 00) derivabile i convexe care au
proprietatea ca f(0) =0 si f/'(x) - f(f(z)) = z, oricare ar fi z > 0.

Solutie. a) Presupunem contrariul. Existd a > 0 cu f'(a) > 1, deci,

cum lim w > 1, exista b > a cu Li(a) > 1.

z\a b—
.................................................................... 1p
Pentru orice x > b, din convexitatea functiei f rezulta ! (Q:I{(b) >
£O1) sy
.................................................................... 1p

Atunci f(x) > mxz —mb+ f(b), de unde f(x) > = pentru z suficient de
mare. Contradictie.

b) Vom demonstra ca f(x) = x, oricare ar fi z > 0. Cum f'(z) =

Tay > 0, oricare ar fi x > 0, deducem ca f este strict crescitoare. Cum
f este convexd si derivabild, rezulta ca f’ este crescatoare.

Presupunem prin absurd ca exista f(a) < a. Atunci f(f(a)) < f(a) < a,
deci f'(a) > 1. Conform primului punct deducem ca exista b > a cu f(b) = b.
Atunci f(f(b)) = b siapoi f/(b) =1 < f'(a), in contradictie cu monotonia
functiei f’.

Réamane f(z) > z, oricare ar fi x > 0. Atunci f(f(z)) > f(z) > =, de
unde f'(z) <1, oricare ar fi z > 0.

Aplicand teorema lui Lagrange avem f(z) — f(0) = zf'(c;) < z, oricare
ar fi z > 0, de unde f(z) = x.



