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Juniori

Problema 1

Sa se determine toate perechile de numere naturale (n, m) care verificd simultan conditiile:

1) Numarul n este compus;
i) Daca numereled,,d,,....,d,,k e[l "sunt toti divizorii proprii ai lui n, atunci numerele

d,+1d,+1...,d, +1sunt toti divizorii proprii ai lui m.
Problema 2

Se considera un triunghi ABC 1in interiorul caruia existd un punct D astfel incat
m(DAC):m(DCA):30° si m(DBA):60°. Daca punctul E este mijlocul segmentului

[BC] Jar F e (AC)astfel incat AF =2FC, demonstrati ca DE 1 EF.

Problema 3

Pentru numarul natural nenul n existd un numar natural k , K>2, si numerele rationale
pozitive a,,a,,...,a, astfel incat a, +a, +...+a, =a,a,-...-a, =n. Determinati toate valorile

posibile ale numarului n.

Problema 4

Fie Mmultimea numerelor naturale impare. Pentru orice numar natural nenul n, notam cu
A(n) numdrul submultimilor lui M care au suma elementelor egald cu n. ( De exemplu,

A(9): 2 deoarece singurele submultimi ale lui M care au suma elementelor egald cu 9 sunt
{9} si {1,3,5}).
a) Aratati ca A(n) < A(n +1) pentru oricare numar natural n, N>2;

b) Determinati numerele naturale n, n>2, pentru care A(n)=A(n+1).
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Solutii juniori
Problema 1

Si se determine toate perechile de numere nat({rgfa) care verifi@ simultan condiile:
i) Numarul n este compus;

ii) Daci numereled,,d,,....d, KON sunt tai divizorii proprii ai luin, atunci numerele
d,+1,d,+1,...d, + Isunt tai divizorii proprii ai luim.

Solutie (prof. Cristian Mangra,Bucuresti):

Raspuns: (n,m)D{(4,9) ( 8,13}

Pentruk =1, okiinem n = p*, undep este nurir prim. Deducem& m = ( p+1)2 , unde
p+1 este nurir prim. Olyinem p =2,q = 3 si perechegn,m) =(4,9).

Pentruk =2, consideim d, <d, <...<d, toti divizorii proprii ai luin.

Atuncin=d,d, =d,d,_, si m= (d1+1)(dk +1) = (d2 + 1)(dk_1+ :I) , de unde deduceni c

. n n . n
d,+d, =d,+d,_,, adia d1+d_:d2+d_’ echivalent CL(dl—dz)(l— 5 ]: 0.

1 2 1¥2

Prin urmaren=d.d,, deci k=2, adia
a)n=d.d,, unded, si d, sunt numere prime diferite, dem:(dl+1)(d2+1). Cum
d, +1si d, +1sunt trebuie sfie prime diferite, iard, +1este par, nu avem saie.
b) n=d,*, unded, este nurir prim, adié m:(dl+1)(df +1) si d, +1, d?+1sunt
numere prime. Qinem d, =2 si perechegn,m) =(8,19.

Problema 2
Se consider un triunghi ABC in interiorul d@ruia exisi un punct D astfel incéat

m(ﬁ:):m(@\):w’ si m(IjIB.\A):GO". Daa punctul E este mijlocul segmentului
[BC], iar F O( AC) astfel incatAF =2FC, demonstraca DE 0 EF .

Solutie:

Fie G mijlocul segmentulu[ AF] si M mijlocul segmentulu[ AC|. Evident,M este mijlocul

segmentulu{GF|si DM 0 AC. Deoareced (F,DM ) = MF :G—ZF:%F:d(F,Dc),

rezult ca (DF este bisectoarea unghiuMDC. Deducem & triunghiul DFG este
echilateral.

Deoarecem( D/(i:) = m(ljB\A) =60, rezula ca patrulaterulABDG este inscriptibil. Prin

urmare,m( D/B\G) = m( D/A\G) =30si m(ATB\G) = m(@) =30.



SegmentuEF este linie mijlocie in triunghiuCBG, iar segmentuEM este linie mijlocie n
triunghiul ABC. Oltinem EF || BG, respectivEM || AB, deci m(ﬁE\F) = m(A/\B\G) =30.

Cum m(I\TD\F) =30, rezult ca patrulateruDMFE este inscriptibiki

m(D/E\F):m(ﬁ/I\F)ZQG.

Problema 3

Pentru nurarul natural nenuln exis& un nunir naturalk , k=2, si numerele rdonale
pozitive a,,a,,...,a, astfel incata, +a,+...+a, =aa,l.[&, =n. Determina toate valorile

posibile ale nurarului n.
Solutie (prof. Cristian Mangra, Bucuresti):

Rispuns: nON -{1,2,3,3
- Da@ n este nurr compus,n=pq,p>1q9>1, luam a, = p,a,=q sia, =a,...=a, =1,

undek =n-(p+q). Astfel, se verifia a, +a,+...+a, =aa,l.[@, =n.
- Dad n este nurdr prim n=11, luam al:g,a2 :%,as =4si a,=a,=...=a, =1, unde

k:nT_?’. Astfel, se verifia a, +a, +..+a, =aa,d.[&, =n.

. 9 7 4
-Daé n=7,luim k=3si a,=—,a,=—,a,=—.
2 6 3
Presupunemacexist un nundr naturaln, mai mic sau egal cu 5, care nu este compus

verifica enunul.

. . . a'1+a'2+"'+a'k H k-1 k
Din inegalitatea mediilor amem ” >k/a,a,..a, , echivalent cu n“* > k*.

- Cazurilen{1,2 nu convin.

-Daai n=3, avem3“* <k® , oricarek = 2. Nu se verifid n“* > k*.
-Daai n=5, avem5<t < k¥ , oricarek = 3. Nu se verifid n“* > k*.
Pentruk =2, oltinem a, +a, =a,a=5, care nu se verificpentru numere t@nale.

Problema 4

Fie M multimea numerelor naturale impare. Pentru orice aruratural nenuh, noém cu
A(n) numirul submufimilor lui M care au suma elementelor égaiin. ( De exemplu,

A(9) = 2 deoarece singurele subrtindi ale luiM care au suma elementelor egali 9 sunt
{9 i {1.33).
a) Aratati ca A(n) < A(n+1) pentru oricare nuam naturain, n=2;

b) Determing numerele naturale, n> 2 pentru careA(n) = A(n+1).

Solutie (lector dr. Andrel Eckstein, Timisoara):
a) Vom indica un procedeu prin care, fi|@ submujfimi a lui M care are suma



elementelor egalcun ii punem in corespondgincate o submtime a luiM care are suma
elementelom+1, astfel incét, la dausubmutimi diferite cu suma elementelor egalun, sa
le corespund@ldoua submutimi diferite cu suma elementelor egau n+1.

- Dintr-o submuime care nu 1l caime pe 1si are suma elementelor egalun, adiugandu-I
pe 1, obinem o submuime cu suma elementelor+1 care il cogine pe 1.

- Dintr-o submuime care 1l cofine pe 1si are suma elementelarobiinem o submuime cu
suma elementelon +1astfel: 1l elimirim pe 1si pe cel mai mare element al niniii, fie

acesta2k -1, cu kON, (k = 2) si introducem in submtiine elementulk +1.
Procedeul descris mai sus asogizdow submufimi diferite cu suma elementelor egau
n doui submutimi diferite cu suma elementelor egau n+1. Rezuli ci A(n)< A(n+1),

oricare ar fin>2.

b) Dac n= 3, oltinem, prin procedeul de mai sus, orice sulimd cu suma elementelor
n+1 care 1l cogine pe 1si orice submuime care nu 1l caine pe 1si care are proprietatea
ca, dac cel mai mare element al ei ek +1, atunci 2k —1nu face parte din subntirhe.

- Daci n=4k, muk{5, k-3, %~} nu provine din cele nuinate laA(n), deci

A(n) < A(n+1) pentru oricen=4k cu 2k -3 7, adici n=20 .

Daci n=4k-1, submufimea 2k -1, %+ } nu se ofine din submuylmile numirate la A(n)
pentruk =2, adia n>7.

Daci n=4k+1, submufimea(3,7, %~ 5,X~ B,k=7, nu se ofine prin procedeul indicat
din niciuna din submgimile numarate IaA(n) , adi@ pentrun= 29 nu putem avea egalitatea
dorita.

Daci n=4k + 2, submuﬂimea{S, X-1,%+ } nu se obine din submulmile care au suma
elementelor egalcun pentrik > 3, adica pentrun=14.

Deci, putem aveaA(n) = A(n+1) cel mult pentru 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 18,17, 21, 25.
Avem, prin calcul:

A(2)=0,

(13=A(19= ¢
A(16)=A(17)=A(19= ¢
A(2)=A(22 =g,

Prin urmare, avem egalitate pentru toate numeialésia de mai sus cu exagplui 2.
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