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Problema 1. Fie a, b, c trei numere reale cu proprietatile abc =1 si a+ab+1= 0. Demonstrati ca:
a) b+bc+1#0;

b) a+2018 N b+2018 N c+2018 _ 2019,

a+ab+1 b+bc+1l c+ca+l

prof. Florin Stefan Marcu, Calarasi

Problema 2.
a) Gasiti doud numere irationale X si y cu proprietatile X+ Yy, 4xy e N si x+y=4xy.

b) Demonstrati ca existd o infinitate de perechi de numere irationale (X, y) cu proprietatile
X+Y, 4xy e N si x+y=4xy.
prof. Gabriela Ruse

Problema 3. Si se determine numerele naturale a, b pentru care numirul a* +a’b” +b* este putere a unui

numar prim.
prof. Vasile Pop, Cluj Napoca

Problema 4. in triunghiul ascutitunghic ABC, fie a, b, ¢ lungimile laturilor si h,, h,, h, lungimile
inaltimilor corespunzatoare. Dacd h, = %a sih = gb , atunci determinati numarul rational p cu proprietatea

h, = pc.
prof. Sorin Furtuna, Calarasi si Stelica Pana, Chirnogi

Problema 5. Sa se determine toate triunghiurile ABC din plan pentru care exista puncte M in plan astfel ca
triunghiurile MAB, MBC, MCA si aiba toate aceeasi arie si toate acelasi perimetru.
prof. Vasile Pop, Cluj Napoca

Testul a fost alcatuit de prof. Gheorghe Stoianovici

Swucces!

Barem de corectare: Problema 1. a) 1p, b) 2p; Problema 2 a) 1p, b) 3p; Problema 3. a) 7p;
Problema 4. 7p; Problema 5. 7p.
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Problema 1. Fie a, b, c trei numere reale cu proprietatile abc =1 si a+ab+1= 0. Demonstrati ca:
a) b+bc+1-0;

b) a+2018 N b+2018 N c+2018 _2019.

a+ab+1 b+bc+l c+ca+l

prof. Florin Stefan Marcu, Calarasi
Solutie: a) evident bc#0;,a+ab+1#0< 3IxeR, x=0, astfel 1incdt a+a-b+l=x<
abc+(abc)b+bc=hex =b-+bc+10.(1p)
a+2018 N b+2018 N c+2018 _a+ 2018 N ab+2018a N abc +2018ab
a+ab+1 b+bc+l c+ca+l a+ab+l ab+abc+a abc+(abc)a+ab

Problema 2.
a) Gasiti doud numere irationale X si y cu proprietatile X+ Yy, 4xy e N si x+y=4xy.

— 2019.(2p)

b) Demonstrati ca exista o infinitate de perechi de numere irationale (X, y) cu proprietatile
X+Y, 4xy e N si x+y=4xy.
prof. Gabriela Ruse
Solutie: @) x=2++/3, y=2-+/3(1p);
b) x+y=n=y=n-x, neN; 4xy=n=4x(n—-x)=n=4xn—4x*=n(1p)

n+yn®-n

:>4x2—4nx+n2=n2—n:>(2x—n)2=n2—n:>x=T, n®-~n=n-(n-1)este patrat perfect
2 2
. . n+\)n —-N n—+/Nn°—n .
daca si numai daca n=0 sau n =1, rezulta ca X=TER\@, y=TeR\Q, pentru orice

ne N six+y=4xy.(2p)

Problema 3. Si se determine numerele naturale a, b pentru care numarul a* + a’b® +b* este putere a unui

numar prim.
prof. Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie: Observim ci a=0, b= p*, p numir prim,keN si b=0, a= p*, p numir prim, k e N sunt
solutii.(1p)  Fie a, beN cu  proprietatea  a*+a’v*+b* = p*, p numir prim, k e N <
(a® +ab+b”)(a*—ab+b*)= p* <3k, k, €N, k, <k, astfel incat a*—ab+b? = p“ si a’ +ab+b? = p*.
(2p)

Din inegalitatea 3(a’—ab+b?)>a’+ab+b®, va, be R=3p* > p* = p=2saup=3 si k =k +1.
3-5 3+J§}

a
=—¢Q
2 2 Q

b

2
(2p) Dacd p=2=> 2(a®—ab+b?)=a’+ab+b’ @(gj —3%+1=0<:>%e{

Daci p=3=3(a’-ab+b’)=a’+ab+b’ < (a-b) =0=a=b=3", neN, solutie.(2p)



Problema 4. in triunghiul ascutitunghic ABC, fie a, b, ¢ lungimile laturilor si h,, h, h, lungimile
indltimilor corespunzitoare. Dacd h, :%a sih :%b, atunci determinati numarul rational p cu
proprietatea h, = pc.

prof. Sorin Furtuna, Calarasi si Stelica Pana, Chirnogi

22a

2o’ 3b2 b=— (2p) 4

Solutie: a-h, =b-h, :>3

Daca AD L BC, D&(BC)= DC? = AC? - AD? = DC = 3 — (1p)

DC = AD = AADC este dreptunghic si isoscel = m(<zACB) =45 (1p). B D ¢
Daca
BELAC, Ee (AC) — ABEC este dreptunghic si isoscel, deci BE = EC .(1p)

J5 a5

Din AD 1 BC, De(BC)= AB?= AD?+DB’= AB_a =¢==2" (1p) Din

2a+/5 2 Sa\/_ 6 a\/ 6 . 6
c-h=a-h =>h =22 h =% ° _9 _°
L , =N, c de unde N, £ 5 5 3 5 =>p 5(1|O)

Problema 5. Sa se determine toate triunghiurile ABC din plan pentru care exista puncte M in plan astfel ca
triunghiurile MAB, MBC, MCA si aiba toate aceeasi arie si toate acelasi perimetru.

prof. Vasile Pop, Cluj Napoca
Solutie: Tn planul oricarui triunghi ABC exista patru puncte M cu proprietatea ci ariile triunghiurilor MAB,
MBC si MCA sunt egale. Unul este G (in interior) centrul de greutate si celelalte trei sunt varfurile
triunghiului A'B'C’ in care A’ este intersectia paralelei prin C la AB cu paralela prin B la AC, B’ este
intersectia paralelei prin C la AB cu paralela prin A la BC si C' este intersectia paralelei prin A la BC cu
paralela prin B la AC (triunghiul ABC este triunghiul median al lui A'B'C").(2p)
1) Daca M = G este centru de greutate, atunci triunghiurile GAB, GBC, GCA au toate acelasi perimetru este

echivalent cu a+gmb +gmC :b+gma +gmC :c+gma+gmb = a—bzz(ma —m, ) si analoagele.(1p)
3 3 3 3 3 3 3

Dacd a>b, atunci rezulta ca m, >m, < 4m; >4y < 2(b? +¢*)-a’ 2 2(a’ +¢* )-b’ <a<b=a=h,

analog se arata ca b =c, deci triunghiul ABC este echilateral.(2p)

2) Daca M =A’, atunci triunghiurile A’AB si A'AC au perimetrele egale. Deoarece ACA'B este
paralelogram si triunghiurile A’AB si A'BC au perimetrele egale rezulta A'A=BC = ACA'B este
dreptunghi= AB L AC. (2p)

In concluzie daca triunghiul ABC nu este nici echilateral si nici dreptunghic atunci nu exista puncte M in
plan care sa aiba proprietatea cerutd. Daca triunghiul ABC este echilateral atunci unicul punct M este G
(centrul de greutate). Daca triunghiul ABC este dreptunghic atunci exista un unic punct M, simetricul varfului
drept fata de mijlocul ipotenuzei.

Testul a fost alcatuit de prof. Gheorghe Stoianovici

Succes!

Barem de corectare: Problema 1. a) 1p, b) 2p; Problema 2 a) 1p, b) 3p; Problema 3. a) 7p;
Problema 4. 7p; Problema 5. 7p.
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