CONCURSUL INTERNATIONAL , MATHEMATICAL DANUBE COMPETITION”
Editia a XIII - a, Calarasi, 28 octombrie 2017

Problema 1
Determinati cea mai mica suma a cifrelor numarului 3n°+n +1,unde neN,n>2 .

Problema 2

Fie n un numar natural, n>3. Tn fiecare patratel unitate al unei table nxn se scrie cate un
numar din multimea M = {1, 2,..., 2n—1} . O completare a patratului se numeste ,bunag daca,

pentru fiecare numar natural i, 1<i<n , linia i si coloana i contin, impreuna, toate numerele
din M.

a) Aratati ca exista un numar natural n,n > 3, astfel incat sa avem o completare bund a tablei.
b) Demonstrati ca, pentru n=2017, nu exista o completare buna a tablei.

Problema 3

Se considera un triunghi ascutitunghic ABC in care A, B;,C; sunt picioarele inéltimilor duse
din A, B, respectiv C, iar H este ortocentrul. Perpendicularele din H pe dreptele A;C; si A;B;
intersecteaza dreptele AB, respectiv AC in punctele P si Q.

Demonstrati ca perpendiculara din A pe dreapta B;C; contine mijlocul segmentului [PQ] .

Problema 4

Determinati tripletele de numere naturale nenule (X, y,z) care verifica egalitatea

x*+ y4 =272 , iar numerele x si'y sunt prime intre ele.



Solutii juniori

Problema 1
Determina cea mai mi& sunmi a cifrelor nunarului 3n?+n+1, undenON, n>2 .

Solutie(prof. Cristian Mangra, Bucuresti):
Pentrun=8 , olginem nunarul 201 care are suma cifrelor 3.

Vom agita & numerele de forman? +n+1 nu pot avea suma cifrelor egau 1 sau cu 2.
Deoarece numerele de for8a® +n+1 sunt impare ele nu pot fi scrise cd'18au 2118 ,
undek ON" .

Daci 3n? +n+1=10 + 1 atuncin(3n+1) = 10 . Deoarecgn,3n+1) = 1, ohjinem cazurile:

- n :5k, N+1= X , evident imposibil.
- n=2¢ ;+1= 8 imposibil, deoarece, pentku=1 oktinem 7=5 , iar, pentru
k=2 avem §> 4> 3h+ 1

Problema 2
Fien un nundr natural,n=2 . In fiecare ptratel unitate al unei tablexn se scrie cate un

numar din mutimeaM ={1,2,...,1- 1 . O completare apratului se numge ,,buri" dad,
pentru fiecare nuar naturali, 1<i<n , liniai si coloana conin, impreui, toate numerele
din M.

a) Aratati ca exisé un nunar naturaln,n > 3, astfel incatsavem o completare ,béha
tablei;

b) Demonstra ca, pentrun =2017, nu exisi o completare ,buii a tablei.

Solutie(lector.dr. Andrel Eckstein, Timisoara):
a) Pentrun =4 ohkiinem, de exemplu, uritoparea completare ,béh

b) Vom a#ita @, pentru oricen impar, nu exigt o completare

,Jounad” a tablei.

Presupunem contrariul.
Pentru oricaré 0{1,2,...n} , fiecare dintre numerele din minhea

7 5 1 2 M apare o singdrdat atat pe coloang precumsi pe coloana.

Notim cu a; numirul care apare la interggliniei i cu coloang,

undei, j 0{1,2,..n} .

Fie S, =a;; +a,,+...+a;,ta; +ta4 +..+a, , unde nurirul a;; este considerat o singur
dag.

Orice nundr k din M trebuie & fie termen Tm asemenea sume. Biaa;; =k, i # | , atuncik

o

1 2 4

6 7 3 1

va contribui atat la sum&; precumsi la sumasS; . Asadar, orice nudr care nu este situat

pe diagonala principalcontribuie la do&i sume. Cum, in total, existin nunir impar de
sume, nuriirul k trebuie 4 apa# la un nundr impar de sume pe diagonala principd@eci
orice nunar din M trbuie & apa# pe diagonala principal Contradigie.



Problema 3
Se considerun triunghi ascitunghic ABC in care A, B;,C4 sunt picioarele ttimilor duse

din A, B, respecti\C, iar H este ortocentrul. Perpendicularele Hipe dreptele’AC, si AB;

intersecteaxzdrepteleAB, respectivAC Tn puncteleP si Q.
Demonstrd ca perpendiculara diA pe dreaptaB,C, conine mijlocul segmentuluﬁ PQ] .

Solutie 1 (prof. Cristian Mangra, Bucuresti):
: _ PunctulH este centrul cercului Tnscris in triunghiul
AB,C, iar punctulA este centrul cercului exinscris al

aceluigi triunghi, corespurator laturii [Blcl]. Fie
PDOB,C,,DOBLC{S=HPNAC ,HFOBL ,FOBC
Deducem& DC; =SC;=CF . (1)

Analog, dag QE 0B,C,,EOBLC{T} =HQn AB,,

atunci EB; =TB; =B4F . (2)

Daci AM 0OB,C,,M OB,C, , perechile de punct(eF, M ) (Cl, Bl) sunt izotomic conjugate,
adica FC; =MB;. (3)
Din (1), (2)si (3) deducem & punctulM este mijlocul segmentultﬁDE] , deciAM este

mediatoarea segmentullDE] si, in trapezul dreptunghEQP, va &ia latura[ PQ] in
mijloc.

Solutie 2 (prof. Mircea Fianu, Bucuresti):

Fie A,B',C' simetricele punctulut fata de drepteleBC,
AC si respectivAB. Atunci triunghiul A'B'C' este omoteticul
triunghiului A;B,Cin raport clH si are acelgi cerc

‘ circumscris cai triunghiul ABC. Deasemenea,

A A'H,B'H,C'H suntsi bisectoarele triunghiuluA'B'C'.
Cum triunghiulQHB' este isoscel cQH =QB', avem

\éi?;yj/ / = \ m(FTB’\Q) = m(@')-

Prin urma}e; av-erh :
(CBQ) = m{ HBQ) + m(CBH ) = m{ GFB, )+ m{ B ) = m( GHB) + m(FB A& ) =90
Analog, ohinem m(gﬁ’) =90 .

DeoareceAB' = AC' , perpendiculara diA pe B,C, va fi mediatoarea segmentu[tB’C'] ,
deci paralad cu QB' si cu PC' deci va iia laturaPQ a trapezuluiB'C'PQ la mijloc.

Problema 4
Determinai tripletele de numere naturale nenl(lbe Y, z) care verifia egalitatea

x* + y4 =272 | iar numerele sl y sunt prime ntre ele.



Solutie(prof. Lucian Petrescu, Tulcea):

Obsendm ci numerelexsi y sunt impare.
Deducem &si z este impasi este prim cu nugrul xy .

Egalitatea din enurse transforr succesiv i + 2x4y4 + y8 = 4z* echivalent cu

4_ 4\
(x4—y4)2:4z4—4x4y4, sauz“—(xy)4=[X yJ .

2

Aratam ci egalitateaa4 -b*= c2(*) , undecIN , numerele natural@si b sunt impare, iar
(a,b) =1, are loc numai dacc =0.

Presupunemacc # 0 si fie (ao,bo,co) 0 solyie a ecugei (*) cu ag minim.

Din aj —bg =cZ, deducem T existi numerele naturalen>n> 0, de pariiti diferite, astfel
incata? =m?+n? bZ=m?-n2 ¢c=2mn . Prin urmarem* -n* = (ab)’ , adid tripletul
(m,n,ab) este Tné o soldie pentru (*). Dar, cumagy >m, olxinem contradige cu
minimalitatea luiay. Rezulti ca ¢=0.

Deducem & x =y si, cum (X,y) =1, oliinem (x,y,z) =(1,1] .
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