CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU — DAN BARBILIAN”
Editia a XX - a, Calarasi, 24 octombrie 2015

Clasa a V-a

P1. a) In tabelul 1 suma numerelor de pe linie este
egali cu numdrul scris in ultima celuld |7 4 |7 19 |27

(7+4+7+9=275i10+9+9+6=34) si suma |10 |9 [9 |6 |34
17 13 | 16 | 15

tabelul 1 tabelul 2

numerelor de pe coloand este egald cu numarul
scris in celula de jos (7 +10=17, 4+9=13, 7+9=16
si 9+6=15). Copiaza pe foaia de concurs tabelul 2 si completeaza cu numere naturale celulele goale astfel incat

sa fie respectate proprietatile de la tabelul 1 (suma numerelor de pe linie sa fie egala cu numarul scris in ultima
celuld si suma de pe coloand sd fie egald cu numarul scris in celula de jos).

b) Un numadr natural se numeste ,,actul” daca prin stergerea primelor trei cifre ale numarului se obtine un
numar de 2016 ori mai mic. Gaseste un numar ,,actual”.

Adriana Constantin, Calarasi

Solutie

a) Suma numerelor celor trei numere scrise in celule de jos trebuie sa fie egald cu suma celor doua numere
scrise n celule din dreapta.

b) 4032.

P2. Fie n un numar natural nenul. O firma intentioneaza sa construiasca, de aceeasi parte a unei strazi, N case
care vor purtanumerele 1, 2, 3, ..., n. Casele pot fi din caramida sau din lemn. Normele prevad ca se pot construi
case din lemn la cel mult trei numere consecutive. Daca C, este numarul de variante pe care le are la dispozitie
firma de constructii pentru a construi n case (de exemplu: C, =2, pentru ca la numdrul 1 se poate construi o
casd din caramidd sau din lemn, C, =4 pentru cd cele doud case construite la numerele 1 si 2 pot fi ambele din
caramida, prima din caramidd si a doua din lemn, prima din lemn si a doua din caramidd, ambele din lemn etc.),
atunci determina numerele C,, C, siC,,.

Gheorghe Stoianovici, Calarasi
Solutie
C,= 28 =8 C,= 2* —1=15; Daca L, este numarul variantelor in care la N numere consecutive se construiesc
case din lemn, atunci C,, =2 —(L, + Ls + Lg + L, + Ly + Ly + ;) =1024 — (141+ 62+ 28+12+5+ 2+1) =773,

L,=31+16+16+16+16+16-1=141 (vezi tabelul de mai jos), L ==15+8+8+8+8+15=62 etc.

nr. casa total variante
ot variaT 1| 2| 3| 4|5 |6 | 7|8/ 9 10

1. 31

2. 16

3. 16

4, 16

5. 16

6. 16

7. 31
P3. In cele 10 cercuri din desenul aliturat trebuie sa scrii numerele 1, 2, 3, 4, 5, o
6,7,8,9, 10 astfel incat sa fie adevarata urmatoarea afirmatie: ,,Exista un @ @

numar S astfel incat, daca V1, M1, V2, M2, V3, M3, V4, M4, V5 si M5 sunt @ @
numerele pe care le scrii Tn cercurile respective, atunci
S=VI+M1+V2=V2+M2+V3=V3+M3+V4=V4+M4+V5=V5+M5+V1”. Care @
este cea mai micd si cea mai mare valoare pe care o poate lua S ? (justifica @
raspunsul)

O—BH-®

Vasile Pop, Cluj Napoca



Solutie. Fie V suma numerelor din varfuri si M suma numerelor din

mijloacele laturilor. Awvem:
V+M=1+2+ ...+ 10 = 55. (1)

Pe de alta parte daca notam cua L4, Lo, La, L4, Ly suma numerelor de pe
laturi, avern:

2V + M = 55 (2)

(ficcare varf se aduna de doua ori).
Din relatia (2) rezulta ca suma este maxima cand V' este maxim si

suma este minima cand V' este minim.
Viein =1 +24+3+4+5=15, M=40 si Sy =14

Viaw =6+ 7T +8+9+ 10 =40, M — 15 si Span — 10.

Repartitiile numerelor sunt: Pentru S, 1n varfuri 1, 3, 5, 2, 4 pe laturi

10, 6, 7, 8, 9. Pentru 5,,,,, In varfuri 10, 8, 6, 9, 7 51 pe laturi 1, 5, 4, 3, 2.

P4. Pe sase platouri sunt asezate banane, capsuni, portocale si fructe de ananas, ca in desenul de mai jos.
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Daca:

a) pretul unui fruct este un numar natural;

b) toate fructele de acelasi tip au acelasi pret;

c) doua fructe diferite au preturi diferite;

d) sumele preturilor fructelor asezate pe doua platouri diferite sunt numere diferite;

e) suma preturilor fructelor agezate pe oricare din cele sase platouri este unul din numerele 21, 30, 33, 36,
39 si 45 (atentie, nu stii daca ordinea numerelor coincide cu ordinea platourilor).
Arata ca o capsund nu poate sa coste 3 lei.

Cristina Bornea, Calarasi

Solutie: notez cu a pretul unui ananas, cu b pretul unei banane, cu ¢ pretul unei capsune si cu p pretul unei
portocale; a este diferenta dintre suma preturilor fructelor agezate platoul 3 si suma preturilor fructelor asezate
platoul 1, deci a este unul din numerele 3, 6, 9, 12, 15, 18 si 24; 2a-+2b=30sau 2a+2b=36;
2a+2b<36=a<18=a<l5
Daca presupunem C = 3rezultd ca a este unul din numerele 6, 9, 12, si 15.

1. presupunem a=6 si 2a+2b=30=b=9=a+b+c=18, fals;
presupunem a=6 si 2a+2b=36=b=12= si 2a+b+c=27, fals;
presupunem a=9 si 2a+2b=30=b=6=a-+b+c=18, fals;
presupunem a=9 si 2a+2b=36=b=09, fals;
presupunem a =12 si 2a+2b=30=b =3, fals;
presupunem a=12 si 2a+2b=36=b=6= a+b+c=21si 2a+b+c=33, deci sumele preturilor
fructelor asezate platoul 5 si 6 sunt doua dintre numerele 30, 39, 45; suma preturilor fructelor asezate
platoul 6 este p+ 21 iar a celor asezate platoul 5 este p +18, deci diferenta preturilor celor doua platouri
este 3, fals;

7. presupunem a=15 si 2a+2b=30=b =0, fals;

8. presupunem a=15 si 2a+2b=36=b =3, fals;
Rezultd C#3.
Nota: a=12, b=3, c=6, p=15 verifica ipotezele problemei si este singura solutie.

o 0ok~ wbd



CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU - DAN BARBILIAN”
Editia a XX - a, Calarasi, 24 octombrie 2015

Clasaa Vl-a

P1. a) Din multimea tuturor tripletelor de numere naturale consecutive, care sunt prime doua cate doua, determina
tripletul format din cele mai mici trei numere a caror suma este divizibila cu 47.

b) Determina cele mai mici patru numere naturale consecutive a caror suma este un numar natural de 4 cifre
distincte format doar din cifrele numarului 2015.

¢) Exista o submultime S a multimii M = {1, 2,3, ..., 50} care sa aiba 43 de elemente si produsul elementelor

sale sa fie patrat perfect? (justifica raspunsul)
Luminita Bucuresteanu si Sorin Furtuna, Calarasi

Solutie
a) numerele sunt de forma 2k —1, 2k, 2k +1, 47|6k = 2k >94; numerele sunt 93, 94, 95;

b) dacad X, x+1, x+2, x+3 sunt numerele cautate si S este suma lor rezulta 4| S —6; cerintele problemei

sunt satisfacute pentru S =1250; numerele sunt: 311, 312, 313, 314.
c) Conditia necesara ca produsul elementelor submultimii S sa fie patrat perfect este ca acesta sa nu contina

un multiplu al lui 13 si numerele 29, 31, 37, 41, 43, 47. Produsul elementelor multimii
2

M /{26, 29, 31,37, 41, 43, 47} este (2 -3" -5° - 7* -11° -13-17 19 23)

P2. Pe pista de atletism a stadionului din desenul alaturat
alearga, de placere, 53 de oameni. Toti aleargd in acelasi
sens si suma varstelor celor 53 de alergatori este 2015 ani.
La un moment dat, nu exista doi alergatori la egalitate si ei
sunt raspanditi pe toatd lungimea pistei. Arata ca, la acest
moment, existd un cel putin un alergator pentru care suma
dintre varsta lui, varsta alergatorului plasat exact in spatele
sau si a celui care alearga exact in fata sa este un numar mai
mare decat 114.

Gabriela Ruse, Calarasi
Solutie
La momentul respectiv se fixeaza un alergator si se numeroteaza pozitiile, In sensul in care se aleargd, cu 1,2, ...,

53. Notdm varsta alergatorului care aleargd in pozitiancua,, ne{l, 2, ...,53}. Presupunem ca:
a, +a,,+a,,,<114, n=151, a,+a,+a <114, a, +a +a,<114=
3(a, +a, +...+ a5 ) <53-114 = 6045 < 6042 , contradictie.

P3. O alee de latime 1 metru si lungime n metri (neN, n>2) se paveazi cu n plici pétrate care au lungimea

laturii de 1 metru, fiecare fiind alba sau neagra. O pavare este buna daca pentru orice placa din cele n, placa din

dreapta ei este neagra sau placa din stdnga ei este alba (vezi _

desenul aldturat). Cate paviri bune se pot face pentruun n dat? ~ 5@nga L aleea dreapta
Vasile Pop, Cluj Napoca




Solutie. Deoarece Inaintea primei placi (in stanga) nu exista alta placa
{alba) rezultid cid a doua placa va fi cu siguranti neagra. Deoarece in
dreapta ultimei placi nu exista alta placa (neagra) rezulta ca penultima
placa va i cu siguranta alba. Vom arata ca singura pavare buna este
cu placi de culori alternante negru, alb., negru, alb...., negru, alb si in
comsecinta n trebuie sa fie numar par si exista o singura pavare buna.
Daca prin absurd prima placa ar fi neagra (ca si a doua), atunci In
stanga placii a doua nu e placa alba deci in dreapta avem placa ncagra
(astfel ca primele trei placi ar i negre). Rationand la fel cu placile negre a
doua si a treia rezulta ca si a patra placa este neagra si in mod analog ar
rezulta ca si a (n— 1) placa (penultima) ar i neagra, ceea ce am vazut ca
este fals. In concluzie prima placa este alba si a doua este neagra. Daca
a treia placa ar fi neagra avem placile consecutiv doi si trei negre si ca la
rationamentul anterior ar rezulta ca urmatoarele (inclusiv penultima) ar
fi negre. Astfel ca primele trei sunt alb, negru, alb si nu pot exista doua
consecutive de acecasi culoare. Cum a (12 — 1) placa este alba rezulta ca

(rr — 1) este impar deci n este par.

P4. Daca aeste un numar natural par iar b este un numar natural impar astfel incat a>b>3, a+ b| ab+1si
a—b|ab—1,ardtati ci a° < 2(b2 —1).

Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Solutie
b atic: d'la|] d’la+b] d'|lab+1 d1= (a, b)=1 dla+b| dJ2a

emonstratie: d'l = d'[ab = d[ab =d[1=(a, b)=1 dla—b :>d|2b

d|2a

[0 = (a—h, a+b)=1(1); a+bl(a+b)o =a+b|(a+b)b—(ab+1)=a+bb*-1(2);
(a, b)=1 a+blab+1

d impar

a-bab-L | bf(ab-1)-b(a-b)=a-blb* -1 (3); din (1), (2)si (3)=a ~b7|p° 1 g
a—b|(a—b)b ' B ’

b*-120= a’-b’ <b’-1<a’+1<2b® (4); a®+1limpar, 2b° parsi (4)= a’ +2<2b’ < a’< 2(b2 —1).



CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU - DAN BARBILIAN”
Editia a XX - a, Calarasi, 24 octombrie 2015

Clasaa Vll-a

P1. Pentru neN, n>4, se considera propozitia:
»Multimea A={1, 2, 3, ...,n} admite doud submultimi B si C care au proprietatile:

1. fiecare din multimile B si C contine cel putin doud elemente;

2. BUC=A

3. BNC este multimea vida;
4. suma elementelor multimii B este egald cu produsul elementelor multimii C.”

Aratati ca:

a) daca n=4, atunci propozitia este falsa;

b) pentru orice n>5, propozitia este adevirata.

Gabriela Ruse, Calarasi

Solutie:

a) pentru niciuna din cele 6 partitii cu proprietatile 1., 2. si 3. nu este adevérata proprietatea 4. ;
b)

) keN, k>3=1+2+3+...+ 2k -[1+(k-1)+ 2k | =k(2k +1) -3k =1-(k -1)- 2k

i) keN, k=22=1+2+3+...+(2k+1)—(1+k+2k)=(k +1)(2k +1) -3k —1=1-k - 2k

. . 1 1 1
P2. Gaseste toate perechile de numere naturale nenule (n, m) CU proprietatea —+ —=—
n

m 25
Adriana Constantin, Calarasi

. . 1 1 1 .
Solutie: daca Nn=mMm= —+—= > < n=m=50; daca n=m putem presupune n<m; presupunem
n m

n250:>m>50:>1+l<i,fals:>n<503m;1+1=i<:>(n—25)(m—25)=54<:>
n m 25 n m 25

n-25=1 n-25=5 n=26 n=30 .
, sau ;& sau ; perechile de numere naturale nenule (n, m)cu
m-25=5 m-25=5 m =650 m =150

proprietatea —+-- =, sunt: (50, 50), (26, 650), (650, 26), (30, 150), (150, 30),

P3. Dacd aeste un numdr natural par iar b este un numar natural impar astfel incat a>b>3, a+b|ab+1si
a —b| ab —1, aratati ca a’< Z(b2 —1).

Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Solutie
b atic d’|a :>d’|a+b :>d’|ab+1 L1 (a, b) =L dla+b :>d|2a N
emonstratie: d'lb d'[ab d'[ab (a, b)=1, da—b d|2b

d|2a

d|2b ~ ~a+b|(a+b)b ~ 2 _
(a, b)=1 = (a-b, a+b)=1(1); a+blab+1 =a+b|(a+b)b—(ab+1)=a+b|b’ -1 (2);
d impar

a-blab-1 = a-b|(ab-1)-b(a-b)=a-blb* -1 (3); din (1), (2)si (3)=a’ ~b’|b* -1 s
a—bl|(a—=b)b ’ o ’

b?~1#0= a’ b’ <b’ -1« a’ +1<2b* (4); a’ +1impar, 2b” parsi (4)= a’+2<2b” < a” <2(b” -1).



P4. Fie ABCD un paralelogram care are masura unghiului Aegald cu 60. Daca bisectoarea unghiului B
intersecteaza diagonala AC in punctul M si latura DC in punctul N, bisectoarea unghiului D intersecteaza
diagonala AC Tn punctul Psi latura AB in punctul Q iar patrulaterul BNDQ este romb aratati ca AC =3MP.

Aurelia Cataros, Calarasi
Indicatie: M este centrul de greutate al triunghiului ABCD si P este centrul de greutate al triunghiului AABD

P5. Fie triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC si m(ACB)=75°. Tn interiorul unghiului ABC se considerd

semidreptele [BE si [BI\/I astfel Tncat m(ABE)=15° si m(MBC)=30°, E,M €(AC). Perpendiculara in M pe

BM intersecteaza AB in N. Daca D este mijlocul laturii [BC] si P este piciorul perpendicularei din A pe BE,

demonstrati ca MD = NP.
Sorin Furtuna, Calérasi

Solutie
A R m(ABM ) =75° —30° = 45° =ABMN - dreptunghic si isoscel. Ducem
) BN
N MF L BN,F e(BN) = MF =—
Wi 2
f 0 0 0 AM : .
. m(BAC):lso ~2:75° =30° = MF = == din s dreptunghic AFM . Dec
™ BN=AM =AN=MC (1)
m(BEC)=45° = m(AEP):m(EAP)=45°
8 D =

sABD =sBAP(IU)=BD=AP=DC=AP (2)
m(NAP):30°+45°:75°:>m(NAP):m(MCD) ©)

Din (1), (2) si (3) = ANAP = AMCD = MD = NP

P6. Fie ABC un triunghi, d, simetrica dreptei BC fata de dreapta BA si d, simetrica dreptei CB fata de

dreapta CA. O dreapta care trece prin punctul A si nu intersecteaza segmentul [BC], intersecteaza dreapta d,

in punctul M si dreapta d, Tn punctul N. Sa se arate ca BM +CN = BC daca si numai daca m(BAC) =90°.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. 7 <= 7 Daca BAC = 90° simetricul lui M fata de AB este un
punct M'" € BC astfel ca BEM = BM'.
Pe de alta parte MAB = Bﬁf’ M'AC = 90° — BAM' si

MAC = 180° — BAC — MAB = 90° — MAB,

astfel ci NAC = M'AC si AACN = AACM’, deci CM’ = CN.
In concluzie BM + CN = BM' + CM' = BC.
» = ” Daci BAC # 90° atunci M'AC £ NAC 51 daca MAC <

U AC atunci M'C NC si MB + NC' = BC daca ’Li” AC = NAC
atunci M'C' > NC si MB+ NC < BC.



CONCURSUL INTERNATIONAL ,,ION BARBU - DAN BARBILIAN”
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Clasa a Vlll-a

P1. Daca M este multimea numerelor naturale n cu proprietatea cd 24/2++/4+n este numar natural, atunci

arata ca toate elementele multimii M sunt divizibile cu 3.
Viorica Stoianovici, Calarasi

Solutie: Fie neM <3k eN, astfel incat 22++/4+n =k, (*) < 16(n+k’)=k*=3Ime N, astfel incat
k=2m=(*)en=m(m-2)m(m+2)=3jm.

2015
P2. Exista numere X care nu sunt intregi, cu proprietatea: x+— —[ ] ——— ? (justifica raspunsul)

[x]

(cu [x] este notat cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu numarul real X)

Adriana Constantin, Calarasi

Solutie: X+2015 [ ] 2015 X[X]:2015<:> X:—@e(—45, —44)
X [X] 9
2 2 2 2
P3. Gaseste toate numerele reale x € (0,0) cu proprietatea: X +4, X 48 X +12+...+X+—2016:2016.
X Xx+1  x+2 X+ 503
Adriana Olaru, Calarasi
2 2 2 2
Solutie: 1) presupunem x=2:>2 +4+2 +8+2 +12+...+w=2016;
2 2+1  2+2 2+503
x> +4k +4 2
1) presupunem X # 2 = —k>4<:>(x—2) >0, Vxe(0,»), ke N=
X+
2 2 2 2
N X +4+ X +8+ X +12+...+ X® +2016 - 2016,
X X+1  Xx+2 x+503

P4. In cele 5 varfuri si in cele 5 mijloace de laturi ale unui pentagon convex sunt scrise numerele de 1 la 10 astfel
ca pentru orice laturd suma numerelor din capetele ei si a numarului din mijloc sa fie aceeasi: S. S& se determine
cea mai micd si cea mai mare valoare pe care o poate lua S.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Fie V suma numerelor din varfuri si M suma numerelor din

mijloacele laturilor. Avem:
V4 M=1+2+...+10=55. (1)

Pe de alta parte daca notam cu Ly, Lo, La, Ly, Ly suma numerelor de pe
laturi, avem:

2V 4+ M =58 (2)

(fiecare varf se aduna de doui ori).
Din relatia (2) rezulti ci suma este maxima cand V' este maxim si

suma. este minima cand V7 este minim.
Viin =142 4+3+445=15, M =40 si Sp,=14

Viar =64+T4+84+9+10=40, M =15 s S,a. = 19.

Repartitiile numerelor sunt: Pentru S,,,;,, In varfuri 1, 3, 5, 2, 4 pe laturi

10, 6, 7, &, 9. Pentru 5,,,,,. In varfuri 10, & 6, 9, 7 si pe laturi 1, 5, 4, 3, 2.



P5. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Daca m(£A)=60, AB<AC, M €(AC), MB=AB

si O apartine interiorului triunghiului ABM, atunci arata ca:

a) patrulaterul OBCM este inscriptibil;

Ne

b) OM =?3(2AB— AC).

. Cristina Bornea, Calarasi
Solutie:

/ Tn AABM ,m(£A)=60", AB=BM = AABM echilateral = m(£BMA) =60

= m(£BMC) =120

= XBMC = ¥BOC = OBCM inscriptibil = £OBM = XOCM
m(£BOC)=2m(xA)=120

Construim BN =MC,N € BM
—=2L>A0BN = AOCM =[ON]=[OM ], «BON = xCOM

= m(£BOC)=m(£MON)=120
ANOM isoscel = m(£OMN ) =30
1MN

in AOPM (m(£OPM)=90 )= cos30 _PM _2"" _\3_BM-BN
OM OM _ 2 20M

- AM-MC _ 3 om =£(2AB—AC).
oM 3

P6. Fie M un punct interior triunghiului ABC si MC " AB={C’}, MBNAC ={B'}. Notamcu S, S,, S,

ariile triunghiurilor C'MB, B'MC, BMC.

a) Siasearateci S.>S,-S,.
b) Sa se determine in functie de S, S,, S, aria patrulaterului AC'MB'.
Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. a) Avem

. Sy S,  MC  MB
2 o o 3 __ P2 .
S5 = S-S 5= T T A1 T MB

MC-MB > MC'-MB' < A(BMC) = A(B'MC") <

A(BMC) + A(BMC") > A(B'MC')+ A(BMC'") =
A(BC'C) > A(BC'B') <
d(C, AB) = d(B', AB) < CA > B'A (relatic adevarata).

b) inlpé‘iri;iln patrulaterul in doui triunghiuri: A AMC’ de arie o si

SNAMBY de arie o, Avemn:

T + S T Ty + xo + 5
Sh S1+ S : So So + 54

5155(51 + Sa + 254)

A(AC'MB') = 7y + x5 — e
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